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Résumé: 

Les nombres impairs s'écrivent Np=2p+1 avec    . On considère ces nombres comme les 

termes d'une suite arithmétique de raison 2. Une théorie basée sur les indices p avec      

permet de décrire la structure des nombres impairs. Cette répartition des nombres  permet de 

démontrer l'existence de 15 formules qui relient tous les couples de nombres premiers 

jumeaux à l'exception des couples (3, 5) et (5, 7). La réciproque n'est pas vraie. 
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Introduction  
 

Les nombres impairs s'écrivent Np=2p+1 avec    . Le nombre p est considéré comme étant 

l'indice du nombre Np. Dans cet article, nous présentons une nouvelle théorie sur les nombres 

impairs basée sur les indices. La répartition des indices de nombres impairs composés est 

représentée par l'ensemble W tandis que l'ensemble M représente l'ensemble des indices des 

nombres premiers. 

Dans les 3 premières parties, la nouvelle théorie est présentée: l'ensemble W et ses propriétés. 

Dans la 4ième partie, nous montrons que le calcul du nombre de couples de nombres premiers 

jumeaux s'effectue à l'aide de 3 paramètres : 

- A1(p) : le nombre de couple de nombres impairs qui s'écrivent sous la forme (6m-1, 6m+1) 

                

             
                     

   

A1(p)=card(S) 

- B1(p) : le nombre de nombres impairs composés s'écrivant en 6m-1 ou 6m+1 

                             

                                

B1(p)=card(O) 

- C1(p) : le nombre de couples de nombres impairs composés qui s'écrivent sous la forme 

(6m-1, 6m+1). 

            
                     

   

C1(p)=card(T) 

Les formules de ces 3 paramètres sont déterminées en 5ième partie. Dans cette partie, nous 

avons déterminé 2 séries alternées particulières convergentes vers 1. 

En 6ième partie, une nouvelle conjecture sur les couples de nombres premiers jumeaux est 

présentée. 

Finalement, nous démontrons, dans la dernière partie et à l'aide des 3 paramètres, qu'il existe 

15 formules qui relient tous les couples de nombres premiers jumeaux à l'exception des deux 

premiers couples (3, 5) et (5, 7). Un nouveau théorème est énoncé. 

I- Ensemble  W et entiers impairs premiers  
 

I.1 Préliminaires  
 Définition 1.1: 

 Introduisons quelques notations: 

1. Soit I l'ensemble des entiers impairs strictement supérieurs à 1, côest ¨ dire : 
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2. Soit P lôensemble des nombres premiers. Cet ensemble est infini [1]. 

3. Soit C lôensemble des entiers impairs composés strictement supérieurs ¨ 1 côest à dire: 

                       
          

Ainsi   
    

 
 sera appelé indice du nombre   . 

4. L'ensemble de cette théorie concernant uniquement les nombres entiers, on fera l'abus de 

notation consistant à parler d'intervalle bien qu'il ne s'agisse pas d'intervalles réels mais 

d'ensemble d'entiers consécutifs. Exemple: [1, 3] = {1, 2, 3} et [1,3[ = {1, 2}. Nous 

montrerons son utilité à partir de la propriété 7. 

I.2 Ensemble W 
 Définition 1.2.1 : 

 W est le sous-ensemble des entiers naturels qui s'écrivent : 

                    avec         * 
 

                                    *  
 

 Définition 1.2.2 : 

 Le complémentaire de W dans   se note : M 

 

 Les deux suites croissantes associées à W et M sont référencées dans l'encyclopédie 

des suites entières sous les noms A153238 et A067076 

 

 Propriété 1: Soit p un entier naturel. 

               est un entier compos® impair 

Ainsi en notant P lôensemble des nombres premiers on a : 

               
 

 Démonstration : 

Si     alors il existe un couple d'entier naturel       avec    * tels que       
      est l'indice d'un nombre composé. D'où 

                    
              

Or      et      avec         * sont deux entiers plus grands que 2, donc      est 

composé impair. 

 Réciproquement, Si      est composé impair alors    . Un nombre composé 

impair se décompose de manière unique en nombres premiers impairs. 

 La multiplication de deux nombres impairs génère toujours un nombre impair. Donc 

un nombre composé impair se décompose en deux nombres impairs.  

 Le plus petit nombre impair premier est 3. Ce nombre est donc le plus petit facteur 

dôun nombre impair. 

 Tous les facteurs dôun nombre impair peuvent donc °tre repr®sent®s par la formule 

suivante :      avec     ou      avec    *. 
Soit un nombre composé     , ce nombre peut être factorisé par      et     . 
Dôo½  
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Ou 

                                 * 
La propriété est montrée. 

 

En prenant les contraposées des implications de la propriété 1, on obtient la propriété 2 

 

 Propriété 2 

 Soit p un entier naturel :               est un entier premier impair qui 

peut sô®crire aussi : 

 Propriété 2bis 

 Soit p un entier naturel :              est un entier premier impair. 

Ainsi en notant P lôensemble des nombres premiers on a : 

 

               

  

 Remarque : 

 La connaissance de l'ensemble M permet immédiatement de savoir si un entier Np est 

premier. 

 La connaissance de l'ensemble W permet immédiatement de savoir si un entier Np est 

composé, et la connaissance des entiers j et n associés donne une factorisation de Np. 

 Exemple : 

 Les premiers éléments de M donnent les premiers entiers premiers impairs. 

  0 1 2 4 5 7 8 10 13 14 

     3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 

 

Définition 1.2.3 : Soit p un entier naturel, on appelle p lôindice du nombre    tel que : 

            est un entier impair 

 

I.3 Sous-ensembles de W 
 

La définition 1.2.1 de W montre que, en fixant l'une des deux variables n ou j, et en faisant 

varier l'autre, on définit un sous-ensemble de W. Lôensemble W sô®crit : 

                                  *  

1.3.1 En fixant  la variable  j  

 Les ®l®ments de W sô®crivent en fonction de n :                        
  

 Définition 1.3.1: 

 Soit    ,                   
  . Nous appelons    une séquence « j » 

 

Propriété : 

 Une séquence « j è correspond ¨ lôensemble des indices des nombres impairs qui sont 

multiples du nombre impair       . 
 

Démonstration: 

Soit    ,                   
  . 

La propriété 1 dit que si    , alors on a 
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Donc si « j » est fixé, les valeurs de n permettent d'obtenir les multiples impairs du nombre 

impair       . 
La propriété est démontrée. 

  

Conséquence :                   et  
   
     

 

Remarque : 

 En donnant à j et n des petites valeurs, on détermine les premiers termes de W et M. 

 W = {3 ; 6 ; 9 ; 11 ; 12 ; 15 ; 16 ; é} 

 M = {0 ; 1 ; 2 ; 4 ; 5 ; 7 ; 8 ; 10 ; 13 ; 14 ; é} 

 

Illustration 1 : 

On peut représenter les ensembles   ,   ,   ,   dans un repère. 

¶   est représenté par les points d'ordonnée entière non nulle de la droite :  

        =3n 

¶   est représenté par les points d'ordonnée entière non nulle de la droite :  

        =5n+1 

¶   est représenté par les points d'ordonnée entière non nulle de la droite :  

        =7n+2 

¶   est représenté par les points d'ordonnée entière non nulle de la droite :  

        =9n+3 

 

Les croix sur l'axe des ordonnées sont des indices k et donc des ®l®ments de lôensemble W. 

  

                    
 

                    

 

                    

 

                  

 

                 

 

Ff       

. 

Ff       

. 

Ff       

. 

Ff       

. 

Ff       

. 

n=1 n=2 n=3 

n=1 n=1 



15 formules qui relient les couples de nombres premiers jumeaux 

mathscience.tsoftemail.fr                WOLF Marc, WOLF François                     Page 8 / 81 

 

1.3.2 Définitions des éléments appartenant à  ÌȭÅÎÓÅÍÂÌÅ 7  

 

Un « point » est représenté sur le graphique par un couple de valeur (n, j). 

Un indice est obtenu par la projection dôun point sur lôaxe des ordonn®es, c'est-à-dire par la 

relation k(n,j). 

Un élément de W est associé à un indice ou un à plusieurs points. 

 

Définitions 1.3.2 :  

1. un « point » se définit par un couple de valeur (n, j). 

2. Un indice est une valeur numérique obtenue par la relation                 . A un 

point est associé un seul indice. A un indice est associé un à plusieurs points. 

3. Un sous-ensemble Wj est constitu® dôune s®quence dôindices associ®e ¨ un ensemble de 

points. A un élément de Wj est associé un indice ou un point. 

4. Lôensemble W est constitu® de séquences dôindices associ®es à des ensembles de points. A 

un élément de W est associé un indice ou un à plusieurs points. 
 

1.3.3  En fixant n  

 Les ®l®ments de W sô®crivent en fonction de j :                         

  

 Définition 1.3.3.1 :  Soit     ,                      
 

Conséquences :                    et  
    
      

 

Illustration 2 : On peut représenter les ensembles    ,    ,    ,     dans un repère. 

¶    est représenté par les points d'ordonnée entière  de la droite :  

         = 3j+3 

¶    est représenté par les points d'ordonnée entière de la droite :  

         = 5j+6 

¶    est représenté par les points d'ordonnée entière de la droite :  

         = 7j+9 

¶    est représenté par les points d'ordonnée entière de la droite :  

         = 9j+12 

 

Les croix sur l'axe des ordonnées sont des indices k(n,j) et donc des ®l®ments de lôensemble 

W. 

 

 



15 formules qui relient les couples de nombres premiers jumeaux 

mathscience.tsoftemail.fr                WOLF Marc, WOLF François                     Page 9 / 81 

 

 

Propriété 3:                       
 

Démonstration : 

Soit p un élément de   . Alors il existe un entier naturel non nul n tel que 

            

Posons      , avec     et 

                

                 
                     

Donc p est un élément de       
Soit p un élément de      . Alors il existe un entier naturel j tel que  

                     
                

Posons       , alors      et             

Donc p est un élément de   . 

L'égalité des 2 ensembles est montrée. 

 

Pour la suite, on fait le choix de fixer j, et de faire varier n. 

Définition 1.3.3.2 : Soit     et                              
*  

On appelle raison de   , l'écart entre deux indices consécutifs de    égal à         

     . Chaque élément de Wj est le terme d'une suite arithmétique u telle que u0 = j et un+1 = 

un + (2j + 3). 

 

Propriété 4: la raison de    est      
Remarque : 

1. On nommera "période", la raison de la suite arithmétique associée à    

2. Sur l'illustration précédente, la période de    est la différence d'ordonnée entre 2 points 

    

 

                 

 

Ff       

. 

Ff       

. 

Ff       

. 

Ff       

. 

Ff       

. 

n=1 n=2 n=3 

n=1 n=1     
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consécutifs de la droite    

 

Propriété 5: Si la période      de    est un nombre composé alors les éléments de    sont 

déjà présents dans l'un au moins des ensembles    avec    . Autrement dit :  

    
   

     

   

 

Démonstration : Soit         tel que 

                                     

Avec     et    * 
 

Soit      un nombre composé tel que  

                      
Avec     et     et     et     

On obtient : 

                          

Avec         et    * 
Soit   , divisible par lô®l®ment   , un entier naturel tel que 

              
Avec 

                  
où     et    *, il vient: 

 

                   
Dôo½ :  

                 
*               

 

I.4 Nombre remarquable de l 'ensemble   , intervalle de base et unité de 

base associés à j 
 

Définition 1.4.1 : Soit    ,                              
*  

L'indice de valeur       de lôensemble    avec       est appelé nombre remarquable de 

  . Dans lôensemble W, cet indice sô®crit                . Il est dépendant seulement de 

la valeur de j. Il sera noté       1. 

 

Propriété 6: un nombre remarquable sô®crit dans lôensemble W : 

                         
Le nombre impair, noté       , associé au nombre remarquable        est un carré : 

              . 
 

Démonstration : 

                              
et 

                                        
 

                                                 
1
 L'indice GW est en hommage à notre mère Géneviève WOLF 
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Le nombre impair        est un carré impair. 

 

Définition 1.4.2 : La valeur de   de    est lôindice de la raison de la suite arithmétique 

(séquence)    qui est noté   . La valeur de la raison    est égale à la racine carrée du nombre 

impair        : 

                          

 

Définition 1.4.3 : Soit              est un entier impair 

Soit        , on définit          avec la formule suivante : 

          
       

 
  

 

Propriété 7 : 

Le nombre    est un nombre premier si et seulement si pour                 , on a  

   
   

          

   

Démonstration : Voir la propriété 2 

 

Définitions 1.4.4: 

1. Soit    , on appelle intervalle de base associé à j, l'intervalle 

                     

2. On appelle distance de base de Wj la longueur de l'intervalle de base    qui est  

                                             
 

3. Lôunit® de base        est définie comme étant la distance entre deux nombres 

remarquables. On note           =card(  ) soit        . 
 

4. L'union de tous les intervalles de base forment un sous-ensemble de   qui s'écrit           
soit: 

             
   

                       

Exemples: 

 

j 0 1 2 3 4 5 6 7  

        3 11 23 39 59 83 111 143  

                                                               

   7 11 15 19 23 27 33   

 

Propriété 8 : les nombres remarquables ne sont pas de la forme              
 

Démonstration : 
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Or      nôest pas divisible par 3. 

Dôo½                  
                         

II - Fonctions trigonométriques  associées à Ìȭensemble W 
 

II.1 Ensemble W 
 

Ensemble W :   

                                  *     
 

   un sous-ensemble de W :  

                             
*  

 

Posons             
A chaque nombre entier naturel p, on fait correspondre un nombre      qui est soit un 

nombre impair composé lorsque p est un élément de W, soit un nombre premier impair: 

                                              
                                              

 

II.2 Fonction trigonométrique associée au sous -ensemble    

 

Définition 2.2.1: A tout sous-ensemble   , on fait correspondre la fonction    définie sur les 

réels strictement positifs par :  

            
 

    
   

   

    
  

Si                    , alors on obtient : 

            
             

    
   

   

    
  

                
 

    
   

   

    
  

 

                   

 

        

Remarque :    est l'ensemble des solutions de l'équation                 ,  

       
           

La période de la fonction       est égale à         . 

 

Exemples : 



15 formules qui relient les couples de nombres premiers jumeaux 

mathscience.tsoftemail.fr                WOLF Marc, WOLF François                     Page 13 / 81 

 

¶ Pour     on obtient :             
 

 
    

¶ Pour     on obtient :             
 

 
   

 

 
  

¶ Pour     on obtient :             
 

 
   

 

 
  

 

Propriété 11: 

  La fonction    sôannule si et seulement si      
 

Exemples : 

1. Voici la représentation graphique de   , qui s'annule pour tous les entiers multiples de 3 soit 

x=3*n. L'ensemble    s'écrit:  
            

    

 

2) Voici la représentation graphique de   qui s'annule pour tous les entiers qui sô®crivent 

         . L'ensemble   s'écrit:  

              
    

 

 

Démonstration : Supposons que         alors il existe un entier naturel     tel que 

     . Soit: 

  
 

    
   

   

    
    

 

    
 
   

    
   

              

                
                

 

En posant      , alors               . 

 

Réciproquement si     , alors  
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Calculons       : 

                    

            
         

    
   

   

    
  

                 

                  

        
 

Lorsque j varie de 0 à   , le produit des fonctions       sôannule pour chaque ®l®ment de 

lôensemble W tel que     . On peut donc énoncer la propriété suivante : 

 

Propriété 12:  

      

  

   

        
   

  

   

 

Démonstration : Elle se déduit immédiatement de la propriété 11. 

 

Remarque : lorsque    tends vers l'infini, on obtient une caractérisation de lôensemble W, c'est-

à-dire l'ensemble des éléments de W. Cependant déterminer les éléments de W de cette 

manière n'est pas plus rapide que d'utiliser la définition 1.2.1 de l'ensemble W. 

III - Séquence ɀ Suite arithmétique  

III.1 Définition  ÄȭÕÎÅ ÓïÑÕÅÎÃÅ Ê ÄÅ ÌȭÅÎÓÅÍÂÌÅ Wj  

Définition 3.1: Soit    ,                              
   

 On appelle une séquence « j è, de lôensemble   , lôensemble des indices des multiples 

impairs du nombre impair       . 
 Une séquence « j », aussi appelé séquence   , est une suite arithmétique de raison 

         et de premier terme  . 

III.2 Combinaison entre n  séquences de points  Wj 

 

Nous allons définir ce quôest une combinaison entre n séquences de points Wj. 

Nous allons prendre un exemple avec 2 séquences de points W0 et W1, de raison respective 

r0=3 et r1=5. Ces 2 séquences, W0 et W1, définissent les 2 fonctions suivantes qui retournent 

les indices      : 

 
        

          
  

On définit une combinaison entre 2 séquences de points distinctes lorsque lôon affecte un 

critère de sélection des indices entre ces 2 séquences, nommé par exemple A et B, tel que 

         . La combinaison est représentée par lôensemble des indices respectant le 

critère. 
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Les ®l®ments dôun ensemble Wj sont définis par une suite arithmétique et appartiennent à  . 

Lorsque lôon applique à 2 suites arithmétiques A et B, un critère de sélection tel que     

     , les ®l®ments de lôensemble r®sultant C se présentent sous forme de couples de 

valeurs entières et appartiennent à   . Le premier élément du couple provient de la première 

séquence Wj1 et le second de la seconde séquence Wj2. 

Exemples de combinaisons de 2 séquences de points : 

1
ère

 combinaison avec le critère : k1(y) = k0(x) 

Les indices respectant ce critère sont déterminés en résolvant une équation diophantienne 

linéaire :        . 

La solution particulière est (x0, y0) = (2, 1). La solution générale est x=5n+2 et y =3n+1 ce qui 

nous amène aux couples dôindices             ,             . Le premier 

élément du couple provient de la première séquence W0 et le second de la seconde séquence 

W1. 

Les indices      respectant le critère sont représentés par une suite arithmétique de raison   

égale aux produits des périodes de W0 et W1 et de premier terme ®gal ¨ lôindice de   : 

                             
         

 
 

              
         

 
 

2
ème

 combinaison avec le critère : k1(y) = k0(x)+1. Lô®quation diophantienne lin®aire à 

résoudre est : 

          

      

La solution particulière est (x0, y0) = (0, 0). La solution générale est x=5n et y =3n ce qui nous 

am¯ne aux couples dôindices                        . 

 

3
ème

 combinaison avec le critère : k1(y) = k0(x) + 2. Lô®quation diophantienne linéaire à 

résoudre est : 

          

        

La solution particulière est (x0, y0) = (3, 2). La solution générale est x=5n+3 et y =3n+2 ce qui 

nous am¯ne aux couples dôindices                           . 

Les indices des couples dôindices des 3 combinaisons précédentes sô®crivent comme une suite 

arithmétique avec la même raison   égale à         . Le nombre de combinaisons 

distinctes est li® aux nombres dô®l®ments, de chaque ensemble, présents dans un intervalle de 

longueur égal au produit des raisons des 2 suites arithmétiques moins 1:            . 

Dans cet intervalle, il existe    ®l®ments de lôensemble W0 séparés successivement d'une 

distance égale à    et    ®l®ments de lôensemble W1 séparés successivement d'une distance 

égale à   . La distance maximale entre un élément de W0 et un élément de W1 est égale à r-1. 
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Le nombre de combinaisons distinctes est alors égal à      
 
     

 
       . Une 

combinaison existe une seule fois dans chaque intervalle de longueur  -1 consécutif. Les 

combinaisons respectent un critère de sélection des indices entre 2 séquences, c'est-à-dire 2 

suites arithmétiques A et B, tel que                      . Un critère de sélection 

unique existe pour chaque combinaison distincte. 

 

Lorsqu'une des 2 séquences Wj1 et Wj2 possèdent une raison de valeur multiple de lôautre, un 

seul critère conduit à une solution. Si                    , la seule combinaison 

existante entre les séquences Wj1 et Wj2 est donnée par le critère : kj2(y)= kj1(x). Lôensemble 

Wj2 est un sous-ensemble de Wj1. Avec W0 et W3, r0=3 et r3=9, la seule combinaison existante 

entre les séquences W0 et W3 est obtenu avec le critère : k3(y)=k0(x). Lô®quation ¨ r®soudre 

est : 9y+3=3x. Les couples dôindices sont (9n+3, 9n+3), c'est-à-dire les indices de lôensemble 

W3. 

Les combinaisons entre n séquences Wj, étudiées dans cette article, sont uniquement celles 

obtenues avec des séquences Wj dont     . 

 

Définitions 3.2:  

3.2.1) On appelle combinaison entre n séquences de points, n ensembles de points dont les 

indices A et B de 2 séquences distinctes Wj1 et Wj2, pris parmi n, respectent un critère de la 

forme :          . 

3.2.2) On pose      la raison d'une séquence de points                               

 . Le produit de n raisons distinctes est égal à        
 
   . On appelle combinaison 

distincte entre n séquences de points, n ensembles de points dont les indices de 2 séquences 

distinctes Wj1 et Wj2 pris parmi n, c'est-à-dire de 2 suites arithmétiques A et B, respectent un 

critère de la forme :                      . L'ensemble des critères utilisés pour 

former une combinaison est unique. Le nombre d'ensembles distincts de critères est lié aux 

nombres de points de chaque séquence      dans la période  . Ce nombre de points pour une 

séquence      est égal à       . Un point par séquence de points      est sélectionné pour 

former une combinaison unique. Cette combinaison se répète pour chaque période successive 

 . Une combinaison distincte entre n séquences de points est constituée de n ensembles de 

points. Le nombre d'ensembles distincts de critères, c'est-à-dire le nombre de combinaisons 

distinctes est égal à : 

  
      
 
 

 

   

        

 

   

 

3.2.3) On pose A et B, deux suites arithmétiques qui s'écrivent respectivement  
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Les nombres P1 et P2 sont premiers, il existe alors toujours une solution à l'équation 

diophantienne linéaire précédente avec                                  . 

Soit:  

                            

La différence entre 2 nombres impairs est un nombre pair. Il existe toujours un couple de 

valeurs (y0, z0) tel que la relation précédente soit vraie. 

La combinaison de 2 ensembles de points est représentée mathématiquement par les 2 

ensembles dôindices Aô et Bô qui sô®crivent : 

           
            

 
 

           
            

 
 

Les relations Aô et Bô sont des suites arithm®tiques de raison égale au produit des raisons des 

suites arithmétiques A et B soit        . Les valeurs de Aô et Bô sont respectivement un 

sous-ensemble des valeurs de A et B.          le couple de valeurs (Aô(n), Bô(n)) existe 

une seule fois dans un intervalle de longueur P1*P2. Lorsque                , les 

couples de valeurs (Aô(n), Bô(n)) sont uniques dans un intervalle ®gal ¨   et se répètent dans 

les intervalles consécutifs. 

Dans un intervalle        , selon la définition précédente 3.2.2, le nombre de 

combinaisons de 2 séquences de points est égal à        
 
           . Or une 

solution existe pour chaque valeur               soit un nombre de combinaisons 

distinctes égal à     . Lorsque la premi¯re valeur p1 de lôintervalle [p1, p1+r[ appartient à 

lôintervalle [0, r[, lôensemble de combinaisons distinctes est déterminé.  

Propriété 13 :  

 

A chaque séquence      correspond une valeur de j. Avec         et     , on définit n 

séquences     . Lôensemble des combinaisons distinctes entre n séquences se trouve dans un 

intervalle de longueur     égal à 2 fois la multiplication des périodes de chaque séquence 

moins un: 

                 

 

   

    

Le nombre de points au sein de cet intervalle est égale à : 
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Une combinaison de n séquences      est constituée de n ensembles de points. A chaque 

ensemble de points correspond un ensemble dôindices. Cet ensemble est d®fini par une suite 

arithmétique de raison   égale à : 

            

 

   

 

Dans un intervalle de longueur égal à  , les combinaisons de n séquences existantes sont 

toutes distinctes les unes des autres. Chaque ensemble dôindices dôune combinaison sô®crit 

comme une suite arithmétique de raison  . Chaque ensemble dôindices dôune combinaison se 

représente par une fonction sinusoïdale de période égale à   . La propri®t® de sym®trie dôune 

fonction sinusoïdale permet de prendre en compte une période égale à  . 

La raison de chaque ensemble dôindices dôune combinaison de n s®quences est ®gale ¨  . 

Nous noterons que la période    dôune combinaison de n s®quences est ®gale ¨  . 

Preuve : 

Elle découle des définitions précédentes 3.2 et des propriétés des fonctions sinusoïdales. En 

effet, chaque séquence    peut être représentée par une fonction sinusoïdale de période égale 

à          . Les fonctions sinusoïdales possèdent deux propriétés fondamentales : 

- Une périodicité 

- Une symétrie 

La propriété de symétrie permet de prendre en compte seulement la demi-période de la 

fonction sinusoïdale comme période utile. En effet, les combinaisons sont identiques dans la 

deuxième moitié de la période. La p®riode dôune s®quence est d®finie ®gale ¨         . 

Il en est de même avec une combinaison distincte entre n séquences   . Chaque ensemble de 

points de la combinaison peut être représentée par une fonction sinusoïdale de période égale à 

            
 
   . La période utile est égale à             

 
      . 

 

Propriété 14 : 

 

A chaque séquence      correspond une valeur de     et une raison             avec 

       ,       . Lorsque n séquences     successives sont sélectionnées, à partir de la 

première séquence   , lôensemble des n raisons      est lôensemble des n premiers nombres 

premiers [P0, Pn-1]. Lôensemble des combinaisons entre   séquences successives, dont la 

première séquence est   , se trouve dans une période     égale à 2 fois le produit des n 

premiers nombres premiers moins un. 
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La raison de chaque ensemble dôindices dôune combinaison de n s®quences successives, à 

partir de la séquence   , est égale à        
 
                             

            . La période    dôune combinaison de n séquences successives, à partir de la 

séquence   , est appelée période propre : 

      

   

   

       

Preuve : 

Elle découle des propriétés 5 et 13. 

Si la période          dôune s®quence    est un nombre composé, la valeur    se 

décompose en facteurs premiers. La séquence de points    est un sous-ensemble de chaque 

séquence de points    créée avec une période    égale à un des facteurs premiers tel que   

 . La période propre est le plus petit ensemble contenant lôensemble des combinaisons entre   

séquences successives à partir de    . 

IV- Les 3 paramètres qui définissent le nombre de couples de nombres 

premiers jumeaux  
 

Définition 4: 

Soit EôA l'ensemble des couples d'entiers naturels de la forme                      
 *. 
                       

*  
 

Remarques : 

1. On peut remarquer que                    ainsi il s'agit de couples de 

nombres impairs. A l'exception des deux premiers nombres premiers 2 et 3, les nombres 

premiers s'écrivent sous la forme 6m-1 ou 6m+1. 

Ces nombres ne sont ni multiples de 2 ni de 3. 

2. A l'exception du couple de nombres premiers jumeaux (3,5), les couples de nombres 

premiers jumeaux s'écrivent sous la forme (6m-1; 6m+1). 

IV.1 Définition des 3 paramètres  

Définition du premier paramètre A1:  

Le paramètre A1 est le cardinal de l'ensemble EôA. Ainsi: 

A1 = card(EôA) 

 

 Proposition: Le paramètre A1 correspond au nombre de couples possédant les indices 

(3n+1; 3n+2) avec n entier naturel. 

 Démonstration: Soit p un entier naturel indice de l'entier    tel que : 
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 Cas 1 :                                 

 Cas 2 :                                
 

Le nombre de couples de valeurs (6m-1; 6m+1) est égal au nombre de couples d'indices 

(3n+1; 3n+2). EA est l'ensemble des couples d'indices qui s'écrivent: 

                      
A1 = card(EA) = card(EôA) 

 

Nous noterons Eô2A l'ensemble des nombres impairs qui s'écrivent sous la forme 6m-1 ou 

6m+1. Les indices de ces nombres impairs sô®crivent sous les formes 3n+1 ou 3n+2. 

                                  
*  

                                 
 

Le nombre d'éléments de ces ensembles sera noté A2: 

A2 = card(   ) = card(    ) 

 

 Définition du second paramètre B1 :  

Le paramètre B1 est le nombre de nombres composés qui appartiennent aux couples (6m-1; 

6m+1). C'est donc aussi le nombre d'indices, des nombres composés, 3n+1 et 3n+2. Ces 

nombres composés définissent l'ensemble EB qui est un sous-ensemble de l'ensemble E2A.  

                                  
Avec 

B1=card(  ) 

 

Définition du troisième paramètre C1 :  

Le paramètre C1 est le nombre de couples de nombres composés (6m-1; 6m+1). C'est donc 

aussi le nombre de couples d'indices (3n+1; 3n+2). Ces couples  définissent l'ensemble EC qui 

est un sous-ensemble de l'ensemble EA.  

                  
           

Avec 

C1=card(  ) 

 

IV.2 Relation avec les nombres premiers et les couples de nombres 

premiers jumeaux  
Définition du nombre de nombres premiers    :  

La fonction      donne la quantité de nombres premiers qui ne dépassent pas x. Le nombre 

de nombres premiers dans l'intervalle [5, Np] est égal à                car il faut retirer 

les nombres premiers 2 et 3. 

La valeur        est le nombre de nombres premiers qui s'écrivent sous les formes 6m-1 et 

6m+1 dans lôintervalle [0, Np]. C'est donc aussi le nombre d'indices 3n+1 et 3n+2 qui sont les 

indices de nombres premiers. L'ensemble de ces nombres premiers ENP  est l'ensemble 

complémentaire de EB dans E2A. 
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 Propriété 1-1 : lorsque le dénombrement des indices des nombres impairs, 3n+1 et 

3n+2, est réalisé jusqu'à l'indice du carré d'un nombre impair, le nombre de couples d'indices 

est égal à la moitié du nombre d'indices : 

A2=2 A1 

Démonstration : Elle se déduit immédiatement de la propriété 8. Pour rappel, l'indice du 

carré d'un nombre impair est nommé nombre remarquable. 

Le nombre de nombres premiers en (6m-1; 6m+1) s'écrit : 

  =2 A1 - B1 

 

 Définition du nombre de couples de nombres premiers jumeaux     :  

La fonction       donne la quantité de couples de nombres premiers jumeaux dont les 

nombres premiers ne dépassent pas x. Le nombre de couples de nombres premiers jumeaux 

dans l'intervalle [5, Np] est égal à                  car il faut retirer le couple (3,5). 

La valeur         est le nombre de couples de nombres premiers qui s'écrivent sous la forme 

(6m-1, 6m+1) dans lôintervalle [0, Np]. C'est donc aussi le nombre de couples d'indices (3n+1, 

3n+2) avec 3n+1 et 3n+2 les indices de nombres premiers. 

 On note ECM l'ensemble des couples (6m-1; 6m+1) dont un seul des nombres est 

composé. Le nombre de ces éléments est noté M1 avec 

M1=card(ECM) 

Et avec M lôensemble compl®mentaire de W dans   (Définition 1.2.2 et propriété 2bis), on a: 

                    
                          

 

L'ensemble de ces couples de nombres premiers jumeaux nommé ECNPJ  est l'ensemble 

complémentaire de ECM et EC dans EA. 

 

                      
       

                

 

 Nous obtenons :  

   A1 =     + M1 + C1 

   B1 = 0 + 1*M1 + 2*C1 

   B1 = 2*C1 + M1 

   B1- C1 = M1 + C1 

   A1 =     + B1 - C1 

 

Le nombre de couples de nombres premiers jumeaux (6m-1; 6m+1) est égal à: 

    = A1 - B1 + C1 

V- Détermination des 3 paramètres  
 

Nous allons dénombrer les éléments des ensembles EA, EB et EC pour déterminer la valeur des 

paramètres A1, B1 et C1. Ce dénombrement s'effectue avec les indices 3m+1 et 3m+2 des 

nombres impairs qui s'écrivent en 6m-1 et 6m+1. Nous allons démontrer que les 3 paramètres 
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sont dépendants du paramètre j selon une fonction du second degré. 

    

V.1 Détermination du paramètre A1 

 

Le dénombrement des couples d'indices (3m+1; 3m+2) s'effectue en déterminant le nombre 

de fois que lôindice p=3m+2 est présent dans un intervalle [0, Np]. Le nombre de couples est 

égal à  

  
     

 
 

Lorsque p=2, il existe un couple. D'où le décalage d'indice d'une unité : 

  
     

 
   

Le nombre de couples A1 est un nombre entier dôo½ : 

       
     

 
  

 

Propriété 2-1: le nombre de couples d'indices (3m+1; 3m+2) existants dans un intervalle [0, 

Np] avec Np un nombre impair qui s'écrit Np=2*p+3 est donné par la relation suivante: 

        
     

 
       

 

Un nombre remarquable s'écrit : 

                
 

Le dénombrement est effectué pour chaque séquence    jusqu'au nombre remarquable de la 

séquence suivante      inclus. C'est-à-dire pour une séquence    donnée, le dénombrement 

s'effectue dans l'intervalle             . 
                          

 

En remplaçant                dans la formule A1(p), nous obtenons: 

A1(j) = [ 
 

 
    

  

 
     ] 

Et 

A2(j) = [ 
 

 
    

  

 
     ] 

 

Le nombre de valeurs dans une unité de base j est égal à la distance de base de    soit 

       . Ce nombre est supérieur à 3 quelque soit la valeur de j. La valeur de A1 est 

fonction de j et croît strictement. 

 

Exemple: tableau avec les premières valeurs de A1 et A2 en fonction de j 

 
j 0 1 2 3 4 5 6 

A1 4 8 13 20 28 37 48 

A2 8 16 26 40 56 74 96 

 

Illustration 3 : le graphique dô®quation A1 = f(j) (Courbe de tendance) et le coefficient de 

régression R ont été obtenus avec l'outil Maple. Les données sont de couleur noir et la 
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fonction est en rouge. Le calcul a été réalisé jusqu'à j = 5 000 170. Pour j = 4 999 998, le 

nombre impair Np = 10
14

 +1 est atteint. 

 

 
 

Propriété 2-2: A1(j) est une fonction strictement croissante : 

                   
 

Remarque: Lorsque la valeur de j est égale à un multiple du PGCD(p+1;3), A1(j) s'écrit sous 

la forme d'un polynôme du second degré. D'où la propriété suivante avec            et 

             . 
 

Propriété 2-3:                                                       
       

        
 

 
    

  

 
     

 

      
 

 
    

  

 
     

 

Propriété 2-4: Il existe une infinité de couples de nombres impairs qui s'écrivent (6m-1; 

6m+1). 

      ~ 
 

 
          

 

      ~ 
 

 
          

Remarques : Pour rappels : 

 1. On dit que   et    sont deux fonctions équivalentes en l'infini si 

   
   

    

    
   

 et on note alors 

  ~   

 2. On dit que   est dominée par   en l'infini si le quotient est borné. C'est-à-dire 

 
 

 
    

 et on note alors 

       
 

A1(j) = 0.666666666668230 j
2
 + 3.33333746138579 j + 4 

R = 0.999999999999944 
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V.2 Détermination du paramètre B1 

 

Pour un nombre impair donné Np, nous allons déterminer le nombre de nombres composés B1 

=card(EB)  existant dans l'intervalle [0, Np]. Pour cela, nous allons dénombrer le nombre 

d'indices 3m+1 et 3m+2 dont les nombres impairs associés respectivement 6m-1 et 6m+1 sont 

composés, c'est à dire appartiennent à l'ensemble W. Ce dénombrement permet de déterminer 

lô®volution de B1 est une fonction de j. 

 

V.2.1 Dénombrement et calcul de B1 

 

L'ensemble W contient l'ensemble des nombres impairs multiples d'un nombre impair. Cet 

ensemble est constitué de toutes les séquences    avec     . 

Ainsi pour tout entier naturel j:        et  
   
     

Et                       
   

Une séquence    est à une suite arithmétique de raison           et de premier terme j. 

Les nombres premiers ne font pas partie de cet ensemble car     . 

 

Lorsque la raison    est un nombre composé, la séquence    est un sous-ensemble d'une 

séquence précédente. La valeur de la raison de la séquence précédente est le plus petit nombre 

premier décomposant la raison de la séquence   . Le dénombrement s'effectue seulement 

avec les séquences dont la raison    est un nombre premier. 

Exemple: la séquence       possède une raison égale à 25. Les multiples impairs de 25 

représentent un sous-ensemble des multiples impairs de 5. La séquence      possède une 

raison égale à 5. 

 

Définition 5.2.1: Le dénombrement de B1 s'effectue dans l'ensemble   
   
              

     . La séquence    correspond aux multiples d'un nombre premier   . 

 

Propriété 3-1: 

Le nombre de valeurs multiples de    est obtenu, en posant   
        

 
, par la relation 

       
                

    
     . 

Démonstration: 
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Exemple:  

La séquence      correspond aux multiples du nombre premier 5. Le nombre de valeurs 

multiples de 5 est obtenu par la relation          
           

 
   

     

 
     . 

 

Propriété 3-1 bis: 

Nous noterons pour des raisons pratiques: 

                                                                      . 

        
   

    
  

  
   

         
   

   
     

   
         

                                                         . 

 

Pour un nombre impair donné Np, les nombres composés existant dans l'intervalle [0 , Np] 

sont multiples des nombres premiers existant dans l'intervalle [0 ,      ]. Le dénombrement 

est réalisé à l'aide des nombres premiers présents dans l'intervalle précédent. Le nombre de 

nombres premiers est égal à Nmax+1. Le premier nombre impair premier est P0=3 et le 

dernier est PNmax. 

 

Le nombre de nombres composés multiple d'un nombre premier est obtenu par la relation:   

          

    

   

   
         

   
 

    

   

   
     

   
 

    

   

 

Certains des nombres composés sont multiples de plusieurs nombres premiers    incluant le 

nombre premier 3. Le dénombrement réalisé pour obtenir B1 consiste à comptabiliser les 

nombres composés de façon unique. Lorsqu'un nombre composé peut s'écrire comme un 

nombre multiple de plusieurs nombres premiers, ce nombre composé est comptabilisé 

plusieurs fois dans b1. Nous appellerons b2 le nombre de fois qu'un nombre composé est 

comptabilisé plus de 1 fois. La valeur recherchée du paramètre B1 est égale b1-b2. 

 

Dénombrement pour obtenir b2 dans l'intervalle [0, Np]:  

Un nombre composé multiple de 5 et 7 sera compté 2 fois par la formule B1. Il faut alors 

retirer le nombre fois que les nombres premiers 5 et 7 représentent un facteur premier d'un 

même nombre composé. Nous dirons que les nombres premiers sont communs à un nombre 

composé. Cependant, les nombres composés multiples de 3 ne doivent pas être comptabilisés. 

Il faut alors aussi retirer le nombre de fois que les nombres premiers {3, 5}, {3, 7} sont 

communs à un nombre composé. Lorsque les nombres premiers {3, 5} et {3, 7} sont 

communs à un même nombre composé, il faut retirer une seul fois la présence de ces nombres 

premiers. Pour cela, il faut ajouter le nombre de fois que les nombres premiers {3, 5, 7} sont 

communs à un même nombre composé. 

Le nombre de fois que 2 nombres premiers sont communs à un même nombre composé est à 

retirer du  dénombrement. Il en est de même à chaque fois que le nombre de nombres 

premiers communs à un même nombre composé  est pair. 
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Le nombre de fois que 3 nombres premiers sont communs à un même nombre composé est à 

ajouter au  dénombrement. Il en est de même à chaque fois que le nombre de nombres 

premiers communs à un même nombre composé  est impair. 

 

Définitions 5.2.2: 

1) Nous nommerons i le nombre de nombres premiers communs à un même nombre composé. 

L'ajout (+) ou le retrait (-) au dénombrement est déterminé par la relation: signF = (-1)
i+1

. 

 

2) Les indices des nombres composés multiples de 2 nombres premiers P1=2*j1+3 et 

P2=2*j2+3 représentent un sous-ensemble Wj1j2 des séquences Wj1 et Wj2 tel que: 

              

Ce sous-ensemble Wj1j2 représente les indices communs aux séquences Wj1 et Wj2. 

Notons NF(Ci=2)=card(     ) avec C2={P1,P2} où     . 

 

Pour un nombre de nombres premiers égal à i, NF(Ci) est le nombre de fois que les nombres 

premiers, Pk1 à Pki, sont communs à un même nombre composé dans l'intervalle [0, Np]: 

                                 

 

   

 

avec                                                                      soit 

            et          

 

La démonstration de NF(Ci) sera proposée après l'exemple numérique ci-dessous. 

 

Il faut donc connaitre les combinaisons de nombres premiers dans l'ensemble des nombres 

premiers constitué de Nmax+1 éléments. 

Le tableau ci-dessous donne le nombre de combinaisons de nombres premiers obtenu avec 

Nmax=4 pour des combinaisons de 1 à 5 nombres premiers soit i=1 à i=5.  

Calcul 

de 

i SignF=(-1)
i+1

 Nombre de 

combinaison de 

nombres premiers 

Pour Nmax=4 

Commentaire Cas général 

pour Nmax 

b1 1 +   
 
  4 

 

Le nombre P0 = 3 

est exclu. 

Recherche de 1 

élément parmi 4  

[P1 ; P4] 

  
    

 
  

b2 2 -   
 
  10 Recherche de 2 

éléments parmi 

Nmax+1=5  

 
      

 
  

b2 3 +   
 
  10 Recherche de 3 

éléments parmi 

Nmax+1=5 
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b2 4 -   
 
  5 Recherche de 4 

éléments parmi 

Nmax+1=5 

 
      

 
  

b2 5 +   
 
  1  

 
      

 
  

 

Les combinaisons de nombres premiers pour Nmax=4 sont données dans le tableau ci-

dessous. Les combinaisons de chaque nombre premier avec les nombres premiers qui lui sont 

inférieurs sont données. 

 i SignF=(-1)
i+1

 P1=5 P2=7 P3=11 P4=13 

b1 1 + (5) (7) (11) (13) 

b2 2 - (3*5) (3*7)  

(5*7)  

(3*11) 

(5*11)  

(7*11) 

(3*13) 

(5*13) 

(7*13) 

(11*13) 

b2 3 +  (3*5*7) (3*5*11) 

(3*7*11) 

(5*7*11) 

(3*5*13) 

(3*7*13) 

(3*11*13) 

(5*7*13) 

(5*11*13) 

(7*11*13) 

b2 4 -   (3*5*7*11) (3*5*7*13) 

(3*5*11*13) 

(3*7*11*13) 

(5*7*11*13) 

b2 5 +    (3*5*7*11*13) 

 

Voici le calcul numérique de NF(Ci) avec i=2 et P1=3 et P2=5: 

Les indices des nombres multiples de 3 sont p=3*x. Ils représentent le sous-ensemble W0. 

Les indices des nombres multiples de 5 sont p=1+5*y. Ils représentent le sous-ensemble W1. 

Le nombre de fois que 2 nombres premiers 3 et 5 sont communs à un même nombre composé, 

par exemple Np=15=3*5, est déterminé lorsque la valeur de l'indice p est identique aux 2 

sous-ensembles. 

C'est-à-dire lorsque          . 

 

Une équation diophantienne linéaire doit être résolue. Les solutions sont:  

             

             

Soit 
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Lorsque p=6, NFi=2({3,5}) est égal à 1 et non pas 0. Il y a donc un décalage de 1. Ainsi: 

              
   

  
     

   

  
  

Exemple: 

Np 15 45 75 

p 6 21 36 

           1 2 3 

n 0 1 2 

 

Nous pouvons écrire la relation suivante pour b2: 

                       

           

   

      

   

  

avec                                                                      soit 

            et          

 

Démonstration pour obtenir NF(Ci):  

Nous allons déterminer le nombre de fois que 2 nombres premiers P1 et P2 sont communs à 

un même nombre composé. C'est-à-dire le nombre de nombres composés ayant pour facteur 

premier P1 et P2. Pour cela, les indices obtenus avec P1 et P2 doivent être identiques.  

Les indices des nombres multiples de P1 s'écrivent:  

       
    

 
      

Les indices des nombres multiples de P2 s'écrivent:  

       
    

 
      

d'où 

          
     

 
  

Il faut résoudre une équation diophantienne linéaire. Les solutions sont:  

       
    

 
      

       
    

 
      

Soit 

            
        

 
 

Preuve: 

Il suffit de remplacer x et y dans l'équation diophantienne. 

 

Les indices des nombres composés ayant comme facteur premier P1 et P2 sont représentés par 

une suite arithmétique de raison égale au produit des nombres premiers et de premier terme 

égal à l'indice du produit des nombres premiers. Cette relation avec 2 nombres premiers est 

semblable à celle obtenue avec un nombre premier. 

Avec 3 nombres premiers, il faut résoudre une équation diophantienne linéaire du type: 
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Avec Nmax nombres premiers, il faut résoudre une équation diophantienne linéaire du type: 

                          
                      

 
 

 

Les solutions sont: 

       

    

   

    
     
    
      

 
 

Nous nommerons PF(Ci) le produit des nombres premiers au nombre de i: 

           

 

   

 

Le nombre de nombres composés qui se décomposent avec les nombres premiers au nombre 

de i est égale au facteur n + 1. Il faut ajouter 1 car lorsque p est égal au premier terme de la 

série, n est égal à 0 mais le nombre doit être égal à 1. 

   
           

        
     

           

        
  

 

Nous obtenons la relation: 

           
             

         
  

 

Soit pour b2, la formule: 

                    
             

         
  

           

   

      

   

  

Pour rappel, un nombre impair s'écrit: Np=2*p+3 avec    . D'où la propriété 3-2: 

 

Propriété 3-2: 

Le nombre de nombres composés B1 existants dans l'intervalle [0 , Np] est déterminé à partir 

des nombres premiers présents dans l'intervalle          . Il en existe Nmax+1. 

                      
     

   
 

    

   

               
          

         
  

           

   

      

   

  

Avec p, on obtient: 
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V.2.2  B1(j)  est une fonction strictement croissante  

 

L'indice d'un nombre impair Np est égal à p. Le dénombrement recherché est effectué entre 0 

et le carré d'un nombre impair. L'indice du carré d'un nombre impair est appelé nombre 

remarquable. Ce nombre s'écrit en fonction de j tel que:  

                
Le dénombrement est effectué pour chaque séquence    jusqu'au nombre remarquable de la 

séquence suivante      inclus. C'est-à-dire pour une séquence    donnée, le dénombrement 

s'effectue dans l'intervalle             . 
                          

                    
 

La fonction B1(p) s'écrit en fonction du paramètre j si l'on remplace p par            : 

 

           
             

   
 

    

   

             
                  

         
  

           

   

      

   

 

avec 

             

 

   

 

 

Nous allons démontrer que le nombre de nombres composés B1 est strictement croissant avec 

j. C'est-à-dire:                  . B1(j) est une fonction cumulative. Lorsque j 

augmente, Np aussi, dôo½ B1(j+1) ÓB1(j). Lorsque l'on ajoute à B1 les multiples d'un nombre 

premier, seulement ceux non communs aux précédents sont comptabilisés. La valeur de B1 ne 

peut donc que croître avec les nombres premiers     . 

Nous allons calculer le nombre de nombres composés multiples du nombre premier P1=5 

dont l'indice est en 3m+1 et en 3m+2. Les indices des nombres composés sont décalés de 1 

par rapport aux indices des nombres composés multiples de 3.  

 

Les indices dont les nombres composés sont multiples de 3 sont : p=3x 

Les indices dont les nombres composés sont multiples de 5 sont : pô=5y+1 

Les indices dont les nombres composés sont multiples de 5 et en 3m+1 sont : p+1=5y+1 soit 

p=5y 

Il faut résoudre l'équation diophantienne linéaire suivante: 

3x=5y soit 3x-5y=0 

Les solutions sont y=3m et x=5m, c'est-à-dire p=15m+1. 

 

Les indices dont les nombres composés sont multiples de 5 et en 3m+2 sont : p+2=5y+1 soit 

p=5y-1 

Il faut résoudre l'équation diophantienne linéaire suivante: 
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3x=5y-1 soit 5y-3x=1 

Les solutions sont y=3m+2, c'est-à-dire p=15m+11. 

 

Tous les 15 indices consécutifs à partir de l'indice 1, il existe un nombre composé multiple de 

5 en position p=3m+1. 

Tous les 15 indices consécutifs à partir de l'indice 11, il existe un nombre composé multiple 

de 5 en position p=3m+2. 

 

Réalisons le calcul avec la formule B1: 

Il existe 2 nombres premiers P0=3 et P1=5 

Dôo½ Nmax=1 

     
        

   
   

        
   

   
     

  
  

      

   

 
   

 
  

 

               
            

        
  

           

   

        

   

         
         

     
 

        

   

       
   

   
  

 

D'où : 

          
   

 
   
   

   
  

Lorsque  p=1+15*n, nous obtenons : B1 = 3*n - n = 2*n 

Il existe 2 nombres composés multiples de 5 et non multiples de 3 tous les 15 indices 

consécutifs à partir de p=1. 

Le nombre d'indices dans une unité de base est égal à 4j+7. Lorsque j est supérieur à 2 le 

nombre d'indices est supérieur à 15. Pour j=0,1 et 2, numériquement, il existe au moins un 

nombre composé multiple de 5 et non multiple de 3. Dôo½ la propriété 3-3 : 

 

Propriété 3-3: 

Le nombre de nombres composés B1 est une fonction strictement croissante avec j: 

                 
 

V.2.3 Evolution de B1(j)  à l'infini  

 

Nous allons démontrer que B1 évolue comme une fonction du second degré avec j.  

 

Le nombre de nombres composés B1 existant dans l'intervalle [0, Np] est déterminé à partir 

des nombres premiers présents dans l'intervalle          . Il en existe un nombre égal à 

Nmax+1. 
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Un nombre remarquable s'écrit : 

                
  

Le dénombrement est effectué pour chaque séquence    jusqu'au nombre remarquable de la 

séquence suivante      inclus. C'est-à-dire pour une séquence    donnée, le dénombrement 

s'effectue dans l'intervalle             . 
                          

                    
 

En posant            , nous obtenons la formule B1(j):  

            
             

   
 

    

   

             
                  

         
  

           

   

      

   

 

 

Lorsque j est égal à un multiple du plus petit commun multiple (PPCM) entre tous les PF(  ), 
B1(j) s'écrit sous la forme d'un polynôme du second degré. Le PPCM(PF(  )) est égal au 

produit de tous les nombres premiers              . 

                

      

   

 

                          
 

         
       

   
  
  

   
 
 

 
  

    

   

           
       

        
  

  

        
 
 

 
  

           

   

      

   

 

 

 

Nous allons déterminer la valeur des 2 parties entières lorsque Nmax tend vers l'infini: 

 

Propriété 3-4a: Lorsque le nombre de nombres premiers Nmax tend vers l'infini, la somme 

de   
  

   
 
 

 
     

    pour n appartenant à [1, Nmax] est égal à: 

   
       

  
  

   
 
 

 
 

    

   

       

Preuve : 
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Pour chaque nombre premier supérieur à 23, la valeur de  
  

   
 
 

 
  est égale à -1. Il existe 7 

nombres premiers compris dans l'intervalle [5;23]. D'où le résultat, pour n>7, est égal à 7-   . 
Soit une somme égale à 3 + 7 -    = 10 ï   . 
 

Propriété 3-4b: Lorsque le nombre de nombres premiers Nmax tend vers l'infini, la valeur de 

la seconde partie entière pour n appartenant à [0, Nmax] est égal à -2: 

   
       

            
  

         
 
 

 
  

           

   

      

   

    

Preuve : 

 
                                            

                               
  

Soit une somme égale à   . 
 

Propriété 3-4: Posons la relation suivante: 

    
 

  

    

   

           
 

       
 

           

   

      

   

 

Le coefficient aB est une série alternée particulière convergente vers 2/3 lorsque Nmax tend 

vers l'infini c'est à dire lorsque j tend vers l'infini. 

   
       

         
 
   

La série alternée particulière suivante converge vers une valeur égale à 1: 

   
       

          
 

       

         

   

 

    

   

    

Démonstration :  

Nous pouvons écrire en utilisant les propriétés précédentes: 

 

   
    

            
               

Mais B1=A2 -     

et    
 

 
    

  

 
     (Propriété 2-3)                       

             
    

      
 

 
    

  

 
        

Dôo½ 

   
    

      
 
   

Lorsque j tend vers l'infini, le nombre de nombres premiers Nmax tend aussi vers l'infini. 

Nous pouvons alors aussi écrire: 
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Nous allons écrire aB comme une série. Le tableau ci-dessous montre la factorisation de la 

série par le facteur 1-1/P0. 

 

i Signe 

SignF 

Décomposition de aB  Décomposition avec le facteur 1/P0 et P0=3 

1 + 

 
 

   

    

   

  
 

   

    

   

 

2 - 

 
 

        
 

           

   

 

 

   
 

 

   

    
    +  

 

      
 

         

     

3 + 

 
 

         
 

           

   

 

 

   
 

 

      
 

       
 
 

   
 +  

 
         

 
         

    

4 - 

 
 

            
 

           

   

 

 

   
 

 

         
 

       
 
 

   
 +  

 
            

 
         

    

x (-1)
x+1

 

 
 

     
   
   

 

           

   

 

 

   
 

 

     
     
   

 
       

   
 

   
 +  

 
     
   
   

 
         

    

 

L'addition des termes du tableau en tenant compte du signe conduit à factoriser aB avec le 

facteur   
 

  
     

Nous pouvons alors écrire: 

   
 

 
   

 

  

    

   

            
 

       
 

         

   

 

    

   

  

de plus, le premier terme b1 peut s'écrire sous la forme du second terme b2: 

 
 

  

    

   

           
 

       

         

   

           

Ainsi nous obtenons: 

   
 

 
             

 

       

         

   

 

    

   

  

La valeur de aB s'écrit comme une série alternée liée à l'alternance du signe (-1)
(i+1)

. Mais c'est 

une série particulière car le terme de la série est fonction de i mais aussi de Nmax. C'est une 

double somme. Nous écrirons le terme fonction de i de la façon suivante : 



15 formules qui relient les couples de nombres premiers jumeaux 

mathscience.tsoftemail.fr                WOLF Marc, WOLF François                     Page 35 / 81 

 

    
 

       

         

   

 

La démonstration est faite. 

Remarque : Dans le tableau ci-dessous,  les valeurs de aB sont données en fonction du nombre 

de nombres premiers jusqu'au nombre 60. Les valeurs sont calculées pour les 4 et 5 premiers 

éléments de la série soit            
 

 
           
   
    , 

           
 

 
           
   
    avec Nmax utilisé dans   . 

Nmax 1 2 4 6 8 12 16 20 25 30 40 60 

coeff aB 

(4, Nmax) 0,2 0,209523 0,282983 0,324159 0,349656 0,380369 0,398644 0,410862 0,421316 0,428798 0,438233 0,447714 

coeff aB 
(5, Nmax) 0,2 0,209523 0,283050 0,324633 0,350834 0,383469 0,403994 0,418574 0,431956 0,442345 0,457103 

  

Illustration 4: 

 

 

Les limites à l'infini de B1: 

Le théorème des nombres premiers [3], démontré indépendamment par Hadamard et La 

Vallée Poussin en 1896, est un résultat concernant la distribution asymptotique des nombres 

premiers. Le nombre ˊ(x) de nombres premiers inf®rieurs ou ®gaux ¨ x est ®quivalent, lorsque 

le r®el x tend vers +Ð, au quotient de x par son logarithme n®p®rien:  

     
 

     
          

Ce nombre inclus les nombres premiers 2 et 3 lesquels ne sont pas de la forme 6m-1 et 6m+1. 

On écrit alors              
 

     
  .  

Nous savons que   =2 A1 - B1 (Voir IV.2 Relation avec les nombres premiersé) 

0,15 

0,2 

0,25 

0,3 

0,35 

0,4 

0,45 

0,5 

0 10 20 30 40 50 60 70 

coeff aB (4) 

coeff aB (5) 

Nmax 
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Et que 2A1(j) = 
 

 
    

  

 
     

        
 

 
    

  

 
      

 

     
    

Si on pose x = 2p+3 et p =           , nous obtenons: 

 

       
 

 
    

  

 
       

          

              
  

Lorsque j tend vers l'infini, nous pouvons écrire: 

       
 

 
     

   

       
  

 

            
 

 
       

 

        
  
 

 
     

  

      
    

 

En remplaçant, au numérateur, Pn par 2j+3, dans la formule B1 (1) présente en début de ce 

paragraphe (V.2.3 Evolution de B1 à l'infini), on obtient: 

          
          

   
 

    

   

               
                  

         
  

           

   

      

   

  

 

Le nombre de nombres composés sô®crit alors:  

          
      

  
  
  

  
  

    

   

             
       

       
  

  

         
 
 

 
  

           

   

      

   

  

 

Dôo½:                        avec 

 

    
 

  

    

   

             
 

       
 

           

   

 

      

   

  

           
 

  

    

   

  

     

Nous savons que    
 
    

La constante de MeisselïMertens [2] s'écrit:  
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Si l'on pose x = 2p+3 et p =           , nous obtenons: 

       
 

 
                  

 

                           
    

          

D'où après avoir éliminé les constantes: 

       
 

 
                       

Dôo½ la propri®t® ci-dessous. 

Propriété 3-5: 

Il existe une infinité de nombres composés qui s'écrivent 6m-1 et 6m+1. La limite à l'infini de 

B1(j)  peut s'écrire : 

       
 

 
    

 

        
     

 

 
     

  

      
    

Ou encore 

 

       
 

 
                       

Le nombre de nombres composés évolue à l'infini selon un polynôme du second degré. 

Illustration 5: le graphique d'équation B1 = f(j) et le coefficient de régression R ont été 

obtenus avec l'outil Maple. Les données sont de couleur noir et la fonction est en rouge. Le 

calcul a été réalisé jusqu'à j = 5 000 170. Pour j = 4 999 998, le nombre impair Np = 10
14

 +1 

est atteint. 

 

 

 

B1(j) = 1.20999899917857 j
2
 - 26204.7633708626 j + 1 

R = 0.999999899713826 
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V.2.4 Infinité des nombres premiers  

 

L'étude des couples de nombres premiers jumeaux est réalisée sur la connaissance de l'infinité 

des nombres premiers. Nous allons écrire cette infinité en fonction du paramètre j. 

Nous savons que le nombre de nombres premiers    est égal à 2*A1 - B1=A2 - B1. 

   = A2 - B1 

Lorsque  j = PPCM(3,             )*n et n tend vers l'infini, nous pouvons écrire: 

        
  

      
    

Ou encore 
                          

 
Le nombre de nombres premiers tend vers l'infini selon une fonction liée à j. 

 

Note:       est une fonction croissante. La conjecture de Legendre nous indique que cette 

fonction est strictement croissante. L'illustration suivante avec les valeurs numériques 

obtenues montrent que cela est vrai au moins jusqu'à 10
14

. 

 

Remarque: le nombre de nombres premiers obtenu dans l'intervalle [0, 10
t
] avec           

est une s®quence dôentiers naturels r®f®renc®e A006880 dans l'Encyclopédie en ligne des 

suites de nombres entiers (OEIS). Notre calcul est réalisé seulement avec les nombres en 6m-

1 et 6m+1. Cela exclu les valeurs 2 et 3. On obtient numériquement les mêmes valeurs moins 

2. 

 

Illustration 6: le graphique d'équation         et le coefficient de régression R ont été 

obtenus avec l'outil Maple. Les données sont de couleur noir et la fonction est en rouge. Le 

calcul a été réalisé jusqu'à j = 5 000 170. Pour j = 4 999 998, le nombre impair Np = 10
14

 +1 

est atteint. 

 

 

     = 0.123334334076949 j
2
 + 26211.4303085093 j + 7 

R = 0.999991214193368 
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 V.3 Détermination du paramètre C1 

 

Pour un nombre impair donné Np, nous allons déterminer le nombre de couples de nombres 

composés C1 existant dans l'intervalle [0, Np]. Pour cela, nous allons dénombrer le nombre de 

couples d'indices (3m+1, 3m+2) dont les nombres impairs associés respectivement (6m-1, 

6m+1) sont composés, c'est à dire appartiennent à l'ensemble W. Ce dénombrement permet de 

calculer la valeur du paramètre C1 en fonction de j. Ce dénombrement est effectué avec tous 

les nombres impairs premiers, compris dans l'intervalle         ], lesquels sont au nombre 

de Nmax+1. 

 

Comme pour B1, le dénombrement s'effectue dans l'ensemble suivant: 

  
   
                      

Rappel: Soit j un entier naturel et                  
*  

On appelle raison    (période) de l'ensemble   , l'écart entre deux valeurs successives de   . 

 

V.3.1 Relation pour comptabiliser les couples de nombres composés  

 

Nous allons définir une méthode pour comptabiliser le nombre de couples de nombres 

composés (6q-1, 6q+1) d'indices (3m+1, 3m+2) présent dans un intervalle [0 , Np]. 

 

Definition 5.3.1: 

The pairs of composite numbers (6q-1, 6q + 1) are multiple of pairs of prime numbers (P1, 

P2). Dans un tel couple (6q-1, 6q + 1), nous écrirons que: 

Le premier nombre composé est multiple d'un nombre premier P1 

Le second nombre composé est multiple d'un nombre premier P2 

Les 2 nombres composés du couple sont respectivement multiples des 2 nombres d'un couple 

de nombres premiers (P1, P2). Chaque nombre premier Pj correspond à une raison        

d'un ensemble   . 

 

Les indices (3m+1,3m+2)  des nombres composés s'écrivent en fonction des nombres 

premiers: 

                 

                 

Pour un couple de nombres premiers donnés (P1, P2), dans un intervalle [0, Np], le nombre de 

couples de nombres composés liés au couple (P1, P2) est obtenu à l'aide des indices p2 tel que 

p2=p1+1. Ces couples  définissent l'ensemble EC(j1,j2) qui est un sous-ensemble de l'ensemble 

E C. 

                                                              

                                                                

             

avec C1j1,j2=card(         ) 
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Nous allons rechercher les couples de nombres composés qui ne sont pas multiples de 3 et 

dont les indices sont séparés d'une unité, c'est-à-dire avec les indices (3m+1, 3m+2). Pour 

cela, nous allons déterminer tous les couples de nombres composés multiples des couples de 

nombres premiers (P1, P2) et (P2, P1). 

V.3.2 Comptabiliser le nombre de couples de nombres composés  

 

Propriété 4-1: 

Les 2 nombres composés d'un couple dont les indices sont (3m+1, 3m+2),  ne peuvent pas 

être multiple d'un même nombre premier. 

Preuve: 

L'écart entre les indices de 2 nombres composés d'un couple (3m+1, 3m+2)  est égal à 1. 

L'écart minimum entre les indices de 2 nombres composés consécutifs appartenant à une 

séquence    est égal à la valeur de la raison   . La valeur la plus faible est égale au nombre 

premier le plus petit et supérieure à 3. C'est-à-dire pour j=1 avec         

Les indices des nombres composés multiples de 5 s'écrivent: p=5*m+1. 

L'écart minimum entre les indices de 2 nombres composés consécutifs dôun ensemble    est 

alors égal à 5.  

 

Définition 5.3.2: 

Les critères de recherche des couples de nombres composés (X, Y) sont : 

- 2 nombres composés qui sô®crivent respectivement sous la forme (6q-1, 6q+1) avec Y-X=2 

Ou 

- 2 indices (p1, p2),  de nombres composés, qui sô®crivent respectivement sous la forme 

(3m+1, 3m+2) avec p2 ï p1 = 1. 

 

Propriété 4-2: 

Une méthode pour déterminer les indices (p1, p2) des couples de nombres composés, multiples 

respectivement des nombres premiers d'un couple de nombres premiers (P1, P2) tel que P1 et 

P2 sô®crivent 6q-1 et/ou 6q+1, consiste à résoudre 2 équations diophantienne linéaires. Il 

existe toujours une solution car les coefficients de lô®quation sont premiers entre eux. Les 

solutions sont des séries arithmétiques. Les indices p s'écrivent sous la forme p=a*n+b. Les 

indices des couples sont (p-1, p) avec a, nomm® la p®riode, et b qui sô®crivent en fonction de 

P1 et P2. 

 

Démonstration: 

a) première équation diophantienne linéaire  

 

Les indices des nombres composés multiples de P1 s'écrivent:  

            
    

 
      

Les indices des nombres composés multiples de P2 s'écrivent:  
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Les indices sont séparés d'une unité. Pour un couple (p1, p2), on peut écrire (p, p+1). 

Nous recherchons les indices (p, p+1) liés au couple (P1, P2) avec p=p1 tels que: 

 
        

    

 

         
    

 

  

d'où 

          
     
 

   

Il faut résoudre une équation diophantienne linéaire. 

Les solutions existent car P1 et P2 sont premiers entre eux. 

Les solutions s'écrivent sous la forme a*n+t. Il s'agit d'une suite arithmétique:  

              

               

Soit en remplaçant x dans la formule (1): 

                

avec 

                  

                  

                  

En remplaçant y dans la formule (2): 

                

avec 

                  

 

La valeur de a est égale au produit des nombres premiers. La valeur de t0 représente le 

premier indice du premier nombre composé multiple de P1 et t1 le premier indice du second 

nombre composé multiple de P2. La valeur de t0 est décalée de -1 par rapport  à l'indice t1 du 

second nombre composé multiple de P2. 

Cependant, il faut aussi que les indices p2 s'écrivent sous la forme 3m+2. Les indices doivent 

être décalés de 2 par rapport aux indices des nombres composés multiples de 3. 

 

b) Seconde équation diophantienne linéaire 

 

Les indices des nombres composés multiples de 3 s'écrivent: 

            
    

 
       

                          

Les indices du second nombre composé du couple précédent s'écrivent: 

                         

Nous allons rechercher les indices p2 tel que p2=p0+2 soit les couples (p0, p2) que l'on peut 

écrire (p, p+2) avec p= p0. 
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Il faut résoudre une nouvelle équation diophantienne linéaire: 

 
        

                 
  

Les solutions existent car 3 et P1*P2 sont premiers entre eux. 

Les solutions s'écrivent sous la forme a*n+b. Il s'agit d'une suite arithmétique:  

                     

              

En remplaçant y dans la formule (2):  

                  

avec 

                

                              

                            

                           

 

La valeur de a est égale au produit des nombres premiers. La valeur de b1 représente l'indice 

du second nombre composé du couple, multiple de P2. 

Si b1 est l'indice d'un nombre premier, nous noterons b'1= b1. Puis dans la formule (2) de p2, 

on effectue un décalage en remplaçant n par n+1 afin d'obtenir l'indice d'un nombre composé 

(Propriété 4-2-1 et Propriété 4-2-2). La valeur               est la valeur recherchée de 

b1. Le premier couple de nombres composés s'écrit (p2-1, p2). 

 

c) L'ordre des nombres premiers dans le couple. 

 

Le couple (P2, P1) existe aussi. Avec 2 nombres premiers P1 et P2 donnés, il existe deux 

façons de créer un couple de nombres premiers: (P1, P2) et (P2, P1). Ainsi les couples de 

nombres composés (p1, p2) créés à partir du couple de nombres premiers (P2, P1) sont 

déterminés comme précédemment par la résolution de 2 équations diophantienne linéaires. 

Les solutions sont les indices suivants:  

                            

Les constantes b1 et b2 sont différentes. 

 

Numériquement, on est amené à la conjecture suivante: 

Les 2 constantes peuvent s'écrire en fonction des nombres premiers P1 et P2 selon 3 cas 

distincts. Les relations déterminées sont différentes: 

Cas-1) avec un couple de nombres premiers jumeaux, lorsque le premier couple (6q-1, 6q+1) 

s'écrit (6q-1=P1, 6q+1=P2). Ce n'est pas un couple de nombres composés. Les indices b1 et 

b2 des premiers couples de nombres composés sont alors obtenus avec les relations suivantes: 

 
                 

      
     

 

  

Cas-2) avec un couple mixte, lorsque le premier couple (6q-1, 6q+1) s'écrit (6q-1=P1, 6q+1= 

y1P2) ou  (6q-1=x1P1, 6q+1= P2) avec x1, y1 des entiers naturels positifs. Ce n'est pas un 

couple de nombres composés. Les indices b1 et b2 des premiers couples de nombres 

composés sont alors obtenus avec les relations suivantes: 
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ou 

 
                 

      
       

 
     

  

 

Cas-3) avec un couple de nombres composés. Le premier couple s'écrit (6q-1=x1P1, 6q+1= 

y1P2) avec x1, y1 des entiers naturels positifs. Ce couple est le premier couple de nombres 

composés. Les indices b1 et b2 sont obtenus avec les relations suivantes : 

 
               
                

         

  

 

Nous allons démontrer les formules obtenues pour les 2 premiers cas. Nous allons démontrer, 

dans le dernier cas, que les résultats de b1 et b2 respectent les critères de la définition 5.3.2 et 

correspondent alors aux solutions recherchées. 

 

cas-1) Avec les couples de nombres premiers jumeaux, deux relations avec b1 et b2 

existent en fonction de P1 et P2. Cela permet de déterminer les valeurs des coefficients b1 et 

b2 par la résolution d'un système à 2 inconnus et 2 équations: 

    
                 

      
     

 

  

Soit 

    
           

     

 
  

           
     

 
  

  

Propriété 4-2-1: 

Les indices (p-1, p) des couples de nombres composés multiples du couple de nombres 

premiers jumeaux (P1=6m-1, P2=6m+1) ou (P2, P1) s'écrivent: 

 
                               

     

 
  

                               
     

 
  

  

L’                               : 

 
                       

     

 
  

                       
     

 
  

  

La valeur b2 est située dans la première période           alors que la valeur b1 est 

située dans la seconde période soit a<b1<2*a. La valeur des indices b est toujours inférieure à 

          car                  . 

 

 

 



15 formules qui relient les couples de nombres premiers jumeaux 

mathscience.tsoftemail.fr                WOLF Marc, WOLF François                     Page 44 / 81 

 

Démonstration: 

Un couple de nombres premiers jumeaux C=(P1=6m-1, P2=6m+1) possède les indices c=(p1, 

p2=p1+1). Ces indices respectent un seul des 2 critères nécessaires de la définition 5.3.2 car il 

ne s'agit pas d'indices de nombres composés. L'ajout de la période a = 3*P1*P2 aux indices du 

couple permet d'obtenir les indices du premier couple de nombres composés soit 

c1=(p1+3*P1*P2, p2+3*P1*P2) avec b1= p2+3*P1*P2. 

Les indices p1 et p2 s'écrivent: p1=(P1-3)/2 et p2=(P2-3)/2. 

Le couple c1 s'écrit alors ((P1-3)/2 + 3*P1*P2, (P2-3)/2 + 3*P1*P2). 

Nous obtenons b1 = (P2-3)/2 + 3*P1*P2. 

On obtient la même relation en utilisant la première formule de    . Nous avons: 

           
     

 
   

                        
       

 
   

                
    

 
 

De plus, b1 est l'indice d'un nombre composé car                   . 

La valeur de b1 - 1 est aussi l'indice d'un nombre composé:  

                                           

                        

Le couple c1 = (b1 - 1, b1) est le couple d'indice, d'un couple de nombres composés, qui s'écrit 

(3m+1, 3m+2). 

Les critères de la définition 5.3.2 sont respectés. 

La première relation pour b1 est démontrée. 

 

Recherchons la valeur de b2: 

Nous allons retirer au couple d'indices précédents c=(p1=b1-1, p2 =b1) les valeurs du couple 

C=(P1, P2) : d = c - C= (p1-P1, p2-P2) . 

Le premier indice devient plus grand que le second : 

Avec P2=P1+2 et p2=b1, p1=b1-1: 

d = (b1-1-P1, b1-P1-2) = (d1, d2) 

d1 = d2 + 1 

Puisque d1>d2 alors le couple d'indices obtenu s'écrit en permutant les éléments de d : d' = 

(d2, d1) = (d'1, d'2). La valeur b2 recherchée doit alors être égale à d'2 = d1. En utilisant la 

formule b1 obtenue précédemment, on obtient:  

b2 = d1 = b1-P1-1 = 3*P1*P2 + (P2-3)/2 - P1 - 1 

b2 = 3*P1*P2 + (P1+2-3-2P1 - 2)/2 

b2 =  3*P1*P2 - (P1+3)/2  

Rappel: P1 = 6m-1 d'où (P1+3)/2 = 3m+1 

L'indice b2 s'écrit alors: b2 = 3*P1*P2 - 3m -1=3*(P1*P2 - m) - 1 

or avec le décalage m=m+1, 3m - 1 est équivalent à 3m+2. 

La différence entre les 2 indices du couple d'est égale à d'2 - d'1=d1 - d2 = 1 

Le couple d' = (b2 - 1, b2) s'écrit alors (3m+1, 3m+2). 
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La relation b2 précédemment obtenue peut être retrouvée en utilisant la seconde formule de 

   . Nous avons: 

           
     

 
   

                        
       

 
   

                
    

 
 

De plus, b2 est l'indice d'un nombre composé car                   . 

La valeur de b2 - 1 est aussi l'indice d'un nombre composé:  

                                                  

     . 

Le couple d' = (b2 - 1, b2) est le couple d'indice, d'un couple de nombres composés, qui s'écrit 

(3m+1, 3m+2). 

Les critères de la définition 5.3.2 sont respectés. 

La seconde relation pour b2 est démontrée. 

 

cas-2) Avec un couple mixte, un nombre composé et un nombre premier, 2 relations 

identiques à celles du cas 1 peuvent être utilisées. Le nombre premier est soit P1 soit P2. Le 

couple mixte s'écrit alors soit (P1, P1+2) soit (P2-2, P2). 

Propriété 4-2-2: 

Les indices (p-1, p) des couples de nombres composés multiples des couples mixtes (P1, P2) 

et (P2, P1) sont: 

- lorsque P1 est le nombre premier 

 
                               

    

 
  

                               
    

 
  

  

L’                               : 

 
                      

    

 
  

                      
    

 
  

  

 

- lorsque P2 est le nombre premier 

 
                               

    

 
  

                               
    

 
  

  

L’                               : 
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La valeur b2 est située dans la première période           soit b2<a alors que la valeur 

b1 est située dans la seconde période soit a<b1<2*a. La valeur des indices b est toujours 

inférieure à           car                  . 

 

Démonstration: 

Cette démonstration est identique à celle de la propriété 4-2-1 en remplaçant le couple (P1, 

P2) par (P1, P1+2) ou (P2-2, P2). 

 

cas-3) Lorsque les couples de nombres premiers génèrent seulement des couples de 

nombres composés, les indices du premier couple s'écrivent (xP1, yP2) avec    *     
 *. Nous obtenons 3 relations: 

    
               
                

  

et l'équation diophantienne linéaire suivante: (1)            
 

soit avec               

     
   

                   

 

   
                   

 

  

 

ou encore 

     
   

         

 
 
         

 
  

   
         

 
 
         

 

  

D'où les indices suivants représentant l'ensemble des couples de nombres composés multiples 

des couples de nombres premiers (P1, P2) et (P2, P1): 

 
              

         

 
 
         

 
  

              
         

 
 
         

 

  

La résolution de l'équation diophantienne linéaire conduit à déterminer la solution 

particulière, c'est-à-dire un couple d'entiers relatifs (x0, y0), tel que: (1)              
 

 
              

         

 
     

              
         

 
         

  

D'où 

     
   

         

 
     

   
         

 
         

  

 

Avec                 , on obtient: 
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Propriété 4-2-3: 
Lorsque les couples de nombres premiers (P1, P2) et (P2, P1) génèrent seulement des couples 

de nombres composés (p-1, p), les indices du premier couple s'écrivent             et 

            avec             des entiers naturels supérieurs à 1. 

La résolution de l'équation diophantienne linéaire           conduit à déterminer la 

solution particulière, un couple d'entiers relatifs (x0, y0), tel que:            . 
On pose            et            tel que : 

- Lorsque la relation                   est vraie, avec             , les 

solutions sont : 

 
   

         

 
     

   
         

 
         

  

 

- Lorsque la relation                    est vraie, avec             , 
les solutions sont : 

 

 
   

         

 
     

   
         

 
         

  

On obtient alors                . 
La valeur des indices b est toujours inférieure à la période          . 
Les indices des couples de nombres composés (p-1, p) obtenus avec (P1, P2) et (P2, P1) sont : 

 
                                        

                                         
  

 

P1 et P2 sont 2 nombres premiers dont les couples (P1, P2) et (P2, P1) ne forment pas un 

couple (6q-1, 6q+1). Ce ne sont ni des couples mixtes ni des couples de nombres premiers 

jumeaux. Le nombre premier P2 n'est pas forcément le plus grand nombre des 2 nombres 

premiers P1, P2. 

 

Démonstration: 

Nous allons déterminer la forme des nombres entiers x1, y1 pour que le couple             
s'écrive (6q-1, 6q+1). Cette condition respecte les critères de la définition 5.3.2. 

Nous allons aussi déterminer la forme de x0 pour que les formules de b1 et b2 respectent les 

critères de la définition 5.3.2. 

 

Les nombres composés du premier couple de nombres composés obtenus avec respectivement 

les nombres premiers P1 et P2 s'écrivent (6q-1=x1P1, 6q+1= y1P2) avec x1 >1, y1 >1 et 

         . Ces entiers existent car P1 et P2 sont premiers (Propriété 4-2). L'équation 

diophantienne linéaire             admet une solution. Nous allons déterminer la forme 

des valeurs de x1, y1. 

Dans le cas présent, P1 et P2 sont 2 nombres premiers qui peuvent s'écrire sous la forme 6q-1 

ou 6q+1 avec    *. Il existe alors 4 cas distincts: 
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cas-a) P1 et P2 s'écrivent respectivement 6  -1 et 6  +1 

cas-b) P1 et P2 s'écrivent respectivement 6  +1 et 6  -1 

cas-c) P1 et P2 s'écrivent respectivement 6  -1 et 6  -1 

cas-d) P1 et P2 s'écrivent respectivement 6  +1 et 6  +1 

avec     
*     

*. 

 

La forme des valeurs de x1 et y1 dépendent des cas précédents. Pour le premier cas a, x1 P1 

s'écrit sous la forme 6q-1 lorsque x1 s'écrit sous la forme 6q1+1 avec lôentier naturel positif 

q1>0: 

                                      
          

et y1 P2 s'écrit sous la forme 6q+1 lorsque y1 s'écrit sous la forme 6q3+1 avec lôentier naturel 

positif q3>0: 

                                      
          

 

Le tableau ci-dessous donne la forme des valeurs de x1 et y1 en fonction de chaque cas. 

 
Cas P1 P2 x1 y1 (x1 P1) (y1 P2) 

a 6q2-1 6q4+1 6q1+1 6q3+1 6q-1 6q+1 

b 6q2+1 6q4-1 6q1-1 6q3-1 6q-1 6q+1 

c 6q2-1 6q4-1 6q1+1 6q3-1 6q-1 6q+1 

d 6q2+1 6q4+1 6q1-1 6q3+1 6q-1 6q+1 

 

Le couple (x1P1, y1P2) sô®crit (6q-1, 6q+1). Les indices du couple sont (3m+1, 3m+2). 

Les critères de la définition 5.3.2 sont respectés. 

 

Nous allons déterminer la forme de x0 de la première formule du système     , pour chaque 

cas, afin que les nombres composés, d'indices b1 et b2, s'écrivent sous la forme 6q+1. 

 

La première formule s'écrit : 

   
         

 
      

Pour le cas a, P1=6q2-1 et P2=6q4+1, démontrons que 2*b1+3 s'écrit 6q+1. 

 

                               
 

Nous posons que la forme de la valeur x0 est :         avec    * 
 

                                             
 

                                                  
 

                                        
 

            
La relation (1)             conduit à             
Soit par substitution dans la relation (2), on obtient : 
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Le calcul de            avec la relation (2) conduit à : 

                               
                         

Le couple (2*(b1-1)+3, 2*b1+3) est un couple de nombres compos®s qui sô®crit (6q-1, 6q+1) 

multiple du couple de nombres premiers (P1,P2). 

 

La seconde formule s'écrit : 

   
         

 
          

avec         avec    *, nous obtenons :  

 

                                               
 

                                                    
 

                                        
 

                            
 

                                   
 

Le tableau ci-dessous donne la forme des valeurs de x0 en fonction de chaque cas. Cette forme 

est liée à celle de P1. 
Cas P1 P2 x0 

a 6q2-1 6q4+1 3 t - 1 

b 6q2+1 6q4-1 3 t + 1 

c 6q2-1 6q4-1 3 t - 1 

d 6q2+1 6q4+1 3 t + 1 

 

Exemples: 
Cas Formule 

utilisée 

Couple (P1, 

P2) 

P1 P2 x0 b1 b2 

a      (5, 13) 6q2-1 6q4+1 3 t - 1=5 122 71 

a      (11, 7) 6q2-1 6q4+1 3 t - 1=5 59 170 

c      (5, 11) 6q2-1 6q4-1 3 t - 1=2 92 71 

d      (13, 7) 6q2+1 6q4+1 3 t + 1=1 122 149 

Note : les valeurs de b1 et b2 sont liées aux couples (P1, P2) et (P2, P1). Pour 2 nombres 

premiers sélectionnés supérieurs à 3, la valeur prise par P1 et P2 ainsi que la formule à 

utiliser,            , nôont pas ®t® ®tudi®s dans cet article. 

 

La seconde formule se factorise avec le facteur P1 : 

          
         

 
             

                     
De plus, nous avons :  

              
         

 
               

La relation (1)             conduit à             dôo½ : 
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Le couple (2*(b2-1)+3, 2*b2+3) est un couple de nombres compos®s qui sô®crit (6q-1, 6q+1) 

multiple du couple de nombres premiers (P2, P1). 

 

Les critères de la définition 5.3.2 sont respectés pour b1 et b2. 

 

Propriété 4-3:  
Quelque soit P1 et P2, deux nombres premiers supérieurs à 3, ces nombres sô®crivent 6q-1 ou 

6q+1. Un couple de nombres premiers (P1, P2) et son inverse (P2, P1) donnent naissance à 

des couples de nombres compos®s qui sô®crivent (6qô-1, 6qô+1). Les indices de ces couples 

sô®crivent (a*n+b-1=3m+1, a*n+b=3m+2). La valeur de a est la période égale à        .  
Un des 2 couples (P1, P2) ou (P2, P1) peut être au choix: 

1- un couple de nombres premiers jumeaux 

2- un couple mixte 

3- ni l'un ni l'autre 

La valeur b repr®sente lôindice du second nombre compos® du premier couple de nombres 

composés créé à partir du couple (P1, P2) ou (P2, P1). 

Soit b1 et b2, les indices b reliés aux 2 couples de nombres premiers. 

Pour les 2 premiers cas, on obtient la relation suivante :                   
La valeur b pour un des deux premiers couples de nombres composés (b1-1, b1) et (b2-1, b2) 

se trouve dans la période a avec b<a  et lôautre dans la seconde p®riode soit  a<b<2*a. 

Pour le dernier cas, on obtient :                 
La valeur de b des 2 premiers couples de nombres composés (b1-1, b1) et (b2-1, b2) se trouve 

dans la période a tel que b1<a et b2<a. 

 

Démonstration : 

Cela se déduit des propriétés 4-2, 4-2-1, 4-2-2 et 4-2-3. 

 

Propriété 4-3-1:  
Lorsque le premier couple de nombres impairs est un couple de nombres premiers jumeaux ou 

mixte, le second couple, obtenu en ajoutant la période  « a »  à chaque indice, est un couple de 

nombres composés. Ce second couple est le premier couple de nombres composés multiple du 

couple de nombres premiers. La valeur de b se situe alors dans la seconde période soit  

a<b<2*a. 

 

Démonstration : 

Dans le cas dôun couple de nombres premiers jumeaux (P1=P2-2, P2=6q+1), les indices du 

couple sont:   
    

 
 
    

 
   On pose    

    

 
             .  

Lorsque lôon ajoute à chaque indice du couple la période a=3*P1*P2, les indices deviennent 

les indices dôun couple de nombres composés (X, Y): 

 

Y = 2(b + a) + 3=P2 ï 3 + 6*P1*P2 + 3 = P2*(1 + 6*P1), côest un nombre composé 

 

X = 2(b ï 1 + a) + 3 = P2 ï 3 ï 2 + 6*P1*P2 + 3 = (P2 - 2) + 6*P1*P2 = P1*(1 + 6*P2), côest 

un nombre composé. 

 



15 formules qui relient les couples de nombres premiers jumeaux 

mathscience.tsoftemail.fr                WOLF Marc, WOLF François                     Page 51 / 81 

 

Le résultat est similaire avec un couple mixte car le nombre compos® du couple mixte sô®crit 

x*P1 ou y*P2, avec      *, en fonction de sa position dans le couple. Ainsi lorsque le 

nombre composé du couple mixte est en première position du couple (xP1=P2-2, P2), les 

indices sô®crivent        . Nous obtenons les indices du premier couple de nombres 

composés (X, Y) en ajoutant à chaque indice la période  a : 

 

Y = 2(b + a) + 3 = P2*(1 + 6*P1), côest un nombre composé 

 

X = 2(b ï 1 + a) + 3 = (P2 ï 2) + 6*P1*P2 = P1*(x + 6*P2), côest un nombre composé. 

 

Un résultat équivalent est obtenu lorsque le premier couple (6q'-1, 6q'+1) obtenu à partir du 

couple de nombres premiers (P1, P2) est un couple mixte (P1, yP2=P1+2). 

 

Propriété 4-3-2: 
Les couples de nombres premiers (P2, P1) inverses des couples de nombres premiers jumeaux 

(P1, P2) et des couples mixtes (P1, P2) génèrent des couples (6q'-1, 6q'+1) qui sont seulement 

des couples de nombres composés. La valeur de lôindice b du premier couple de nombres 

composés (b-1, b) est alors toujours inférieure à la période a = 3*P1*P2 : b<a. 

 

Démonstration : 

Un couple de nombres premiers jumeaux sô®crit (P1=6q-1, P2=6q+1). Le couple de nombres 

premiers inverse (P2, P1) génère le premier couple de nombres composés (6qô-1, 6qô+1) en 

multipliant les nombres premiers P1 et P2 tel que : 

xP2 = x (6q+1) = 6qô-1 

yP1 = y (6q-1) = 6qô+1 

avec                 . La détermination des valeurs de x et y est faite par la 

résolution de 2 équations diophantienne linéaires (Propriété 4-2). 

 

Un couple mixte sô®crit (xP1=6q-1, P2=6q+1) ou (P1=6q-1, yP2=6q+1), avec       
          . Le couple de nombres premiers inverse (P2, P1) génère le premier couple de 

nombres composés (6qô-1, 6qô+1) en multipliant les nombres premiers P1 et P2. Pour le 

premier cas (xP1=6q-1, P2=6q+1), le couple inverse (P2, P1) cr®e le couple (6qô-1, 6qô+1) : 

z*P2 = z (6q+1) = 6qô-1 

t*x*P1 = t (6q-1) = 6qô+1 

avec                 . La détermination des valeurs de t*x et z est faite par la 

résolution de 2 équations diophantienne linéaires (Propriété 4-2). 

Le résultat est similaire avec le second cas. 

 

Remarque: 

Les indices (p-1, p) des couples de nombres composés multiples des couples de nombres 

premiers s'écrivent sous la forme d'une suite arithmétique p=a*n + b. Les valeurs de a et b 

sont obtenues par l'utilisation de l'algorithme d'Euclide étendu. 

 

Exemple: 

Les indices (p2-1, p2) des couples de nombres composés multiples respectivement des couples 

de nombres premiers (5,7) et (7,5) sont représentés par les 2 formules suivantes: 
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Couple de nombres 

premiers 

Couples d'indices des couples de nombres composés en fonction de n 

 n =0 n =1 n =2 n =3 n =4 

(5,7) (106,107) (211,212) (316,317) (421,422) (526,527) 

(7,5) (100,101) (205,206) (310,311) (415,416) (520,521) 

 

Voici les formules p2 pour plusieurs couples de nombres premiers (P1, P2) et (P2, P1) 

Couple [5,7] [5,11] [7,11] [5,13] [7,13] [11,13] [5,23] 

p2 107+105*n 92+165*n 59+231*n 122+195*n 122+273*n 434+429*n 332+345*n 

Couple inverse [7,5] [11,5] [11,7] [13,5] [13,7] [13,11] [23,5] 

p2 101+105*n 71+165*n 170+231*n 71+195*n 149+273*n 422+429*n 356+345*n 

 

 V.3.3 Dénombrement et calcul de C1  

 

Les indices (3m+1,3m+2)  des nombres composés (6q-1, 6q+1) s'écrivent en fonction des 

nombres premiers (P1, P2). Ces indices s'écrivent sous la forme d'une suite arithmétique: 

                

              

¶ avec a = 3*P1*P2. On écrira                 avec i représentant le nombre de 

nombres premiers supérieurs à 3 présent dans la combinaison, c'est-à-dire ici le couple 

(P1, P2), et                     
   
                   avec Nmax représentant 

le nombre de nombres premiers supérieurs à 3 dans l'intervalle [0,      ]. 

¶ avec b l'indice du second nombre composé du premier couple de nombres composés 

obtenu avec le couple de nombres premiers (P1, P2). La valeur de b dépend des nombres 

premiers P1 et P2. On l'écrira      . 

 

Le nombre de couples de nombres composés liés au couple (P1, P2) est obtenu à l'aide des 

indices p2. Dans un intervalle [0, Np], avec Np un nombre impair d'indice p, le nombre de 

couples est calculé par la relation: 

   
       

     
  

Lorsque p est égal à      , le nombre de couples est égal à 1. 

D'où la relation suivante: 

   
       

     
     

             

     
   

                 

         
  

 

Pour un nombre impair donné Np, les nombres composés existants dans l'intervalle [0, Np] 

sont multiples des nombres premiers existants dans l'intervalle [0,      ]. Le dénombrement 

des couples de nombres composés est réalisé à l'aide des nombres premiers présents dans 
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l'intervalle précédent. Le nombre de nombres premiers est égal à Nmax+1. Le premier 

nombre impair premier est P0=3 et le dernier est PNmax. 

 

Le nombre de couples de nombres premiers est ®gal ¨ lôarrangement suivant: 

     
     

    

 
                

 

Dans l'intervalle [0, Np], le nombre de couples de nombres composés multiple d'un couple de 

nombres premiers est obtenu avec tous les couples de nombres premiers par la relation:  

 

     
                  

          
 

       
 

   

               

     

   

 

avec Pjkm qui correspond aux nombres premiers de chaque combinaison k de lôarrangement 

     
  et            . 
      est une constante représentant l'indice du second nombre composé du premier couple de 

nombres composés obtenu avec le couple de nombres premiers (Pjk1, Pjk2). 

        est le produit des nombres premiers présents dans la combinaison. La valeur de i 

représente le nombre de nombres premiers dans la combinaison correspondant ici à un seul 

couple soit i = 2. 

 

Le dénombrement réalisé pour obtenir C1 consiste à comptabiliser les couples de nombres 

composés de façon unique. Les indices (3m+1,3m+2)  de certains couples de nombres 

composés (6q-1, 6q+1) peuvent s'écrivent en fonction de couples de nombres premiers 

différents: (P1, P2), (P3, P4), etc. Ces couples de nombres composés sont alors comptabilisés 

plusieurs fois dans c1. Nous appellerons c2 le nombre de fois qu'un couple de nombres 

composés est comptabilisé plus de 1 fois. La valeur recherchée du paramètre C1 est égale à 

        . 

 

Dénombrement pour obtenir c2:  

Un couple de nombres composés multiple des couples (P1, P2) et (P3, P4) sera compté 2 fois 

par la formule c1. Le premier nombre composé du couple est donc multiple des nombres 

premiers P1 et P3 tandis que le second est multiple de P2 et P4. Il faut alors retirer le nombre 

fois que les 2 couples sont présents pour un même couple de nombres composés. Nous dirons 

que les couples de nombres premiers sont communs à un même couple de nombres composés. 

 

Cependant, le nombre de couples de nombres premiers communs à des couples de nombres 

composés peut être supérieur à 2. Ce nombre est lié au nombre de couples existants égal à 

     
 . 

 

Définitions 5.3.3.1: 

1) Nous nommerons NCmax le nombre maximum de couples de nombres premiers communs 

à un même couple de nombres composés.  

2) Nous nommerons NC le nombre de couples de nombres premiers communs à un même 

couple de nombres composés avec           . 
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Le nombre de fois que 2 couples de nombres premiers sont communs à un même couple de 

nombres composés est à retirer du dénombrement. Il en est de même à chaque fois que le 

nombre NC de couples de nombres premiers est pair. 

Le nombre de fois que 3 couples de nombres premiers sont communs à un même couple de 

nombres composés est à ajouter au dénombrement. Il en est de même à chaque fois que le 

nombre NC de couples de nombres premiers est impair. 

 

Définitions 5.3.3.2: 

1) L'ajout (+) ou le retrait (-) des valeurs au dénombrement est déterminé par la relation: 

signNC = (-1)
NC+1

. 

 

2) Le nombre de couples de nombres premiers est dépendant du nombre de nombres premiers 

    . Ce nombre est égal à la combinaison suivante: 

 
     
 

  
                                                         

Toutes les combinaisons entre les couples de nombres premiers ne sont pas valides car on ne 

peut pas retrouver l'indice d'un nombre  multiple d'un nombre premier en 3m+1 et en 3m+2 

(Voir la Propriété 4-1). 

 

3) Les indices (p1, p2) des couples de nombres composés multiples de 2 couples de nombres 

premiers (P1, P2) et (P3, P4) représentent un sous-ensemble               des ensembles 

          et           tel que: 

                                   

Ce sous-ensemble représente les indices (p1, p2) en communs avec ceux des ensembles 

          et          . 

Notons NF2(Ci)=card(             ) avec i le nombre de nombres premiers distincts,  

C4={P1,P2,P3,P4} où     . Lorsque les nombres premiers des 2 couples sont distincts, la 

valeur de i est 4. Si une valeur est commune, par exemple P1=P3, la valeur de i est de 3 et C3 

= {P1, P2, P4}. Ainsi, on peut écrire :        avec NC le nombre de couples de nombres 

premiers. Avec 2 couples, nous obtenons :    . 

 

Pour un nombre de couples de nombres premiers égal à NC constitué d'un nombre de 

nombres premiers distincts égal à i, NF2(Ci) est le nombre de fois que ces couples de nombres 

premiers sont communs à un même couple de nombres composés dans l'intervalle [0, Np]. Ces 

couples de nombres premiers forment une combinaison. 

                                            

   

   
   

 

avec NC le nombre de couples de nombres premiers de la combinaison qui contient i nombres 

premiers avec       . 

avec                                                                      soit 

            et         . 
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Soit     l'ensemble de nombres premiers présents en première position dans les couples: 

                               et                     

Et     l'ensemble de nombres premiers présents en seconde position dans les couples: 

                               et                     

Les combinaisons valides respectent           

 

Exemple numérique des combinaisons de couples obtenues avec jusqu'à 4 couples de nombres 

premiers: on remarque que l'on ne peut pas former une combinaison de 4 couples car l'indice 

d'un nombre multiple de 7 ne peut pas se trouver à la fois en 3m+1 et en 3m+2. Les 

combinaisons comportant les 2 couples (5,7) et (7,11) ne sont pas prises en comptes car les 

couples composés formés à partir de ces combinaisons n'existent pas. 

 

Nombre de couples 

de nombres premiers 

(NC) 

Ajouter/Retirer 

les valeurs 

NC=1, les couples de nombres premiers 

NC>1, combinaisons valides de couples de nombres  premiers  

1  + (5,7) (5,11) (7,11) (5,13) 

2 -  (5,7) (5,11) (5,11) (7,11) (5,7) (5,13) 

(5,11) (5,13) 

(7,11) (5,13) 

3 +    (5,7) (5,11) (5,13) 

(5,11) (7,11) (5,13) 

 

Détermination de la valeur de        : 

Définitions 5.3.3.3:  

1. Soit une combinaison compos®e dôun nombre de couples de nombres premiers ®gal ¨ 

NC, NC > 1. Chaque couple de nombres premiers crée une séquence de couples de 

nombres composés.  On recherche les couples de nombres composés communs aux 

couples créés par chaque couple de nombres premiers. Une telle combinaison est 

constitu®e de 2 s®quences dôindices (p1, p2=p1+1). 

2. Une combinaison valide entre 2 ou plusieurs couples de nombres premiers est 

déterminée par une égalité de l'indice p2 du second nombre composé des couples de 

nombres composés formés à partir des couples de nombres premiers. 

Propriété 4-3-3: Une combinaison valide entre 2 ou plusieurs couples de nombres premiers 

possède toujours une solution correspondant à une suite arithmétique. Les valeurs de l'indice 

p2 du second nombre composé des couples de nombres composés recherchés s'écrivent 

              tel que: 

¶ avec a égal à 3 fois le produit des nombres premiers, pris de façon unique dans la 

combinaison. On écrira       =          avec            
   
    et Pj correspondant 

aux nombres premiers pris de façon unique dans la combinaison. Par exemple, pour deux 

couples (P1, P2) et (P3, P2), la valeur de a est égale à 3*P1*P2*P3. Une combinaison qui 

regroupe NC couples est constitué d'un nombre de nombres premiers distincts égal au 

maximum à i=2*NC. 
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¶ avec b l'indice du second nombre composé du premier couple de nombres composés et 

que l'on écrira      . 

Les valeurs des indices b1 et b2 de la combinaison valide et de sa combinaison inverse sont 

reliées par la relation suivante:                       
   
    et Pj correspondant 

aux nombres premiers pris de façon unique dans la combinaison. On obtient alors:  

              

Démonstration: 

Les combinaisons valides sont obtenues avec un nombre de couples de nombres premiers 

    . Posons NC=2 et une combinaison avec les 2 couples (P1, P2) et (P3, P4). 

Les indices des couples de nombres composés multiples respectivement des nombres premiers 

P1 et P2 du premier couple de nombres premiers (P1, P2) s'écrivent: 

                        . 

Les indices des couples de nombres composés multiples respectivement des nombres premiers 

P3 et P4 du second couple de nombres premiers (P3, P4) s'écrivent: 

                        . 

Les indices en commun sont obtenus par la résolution d'une équation diophantienne linéaire:  

 
           
           

  

                        

Les solutions correspondent à une suite arithmétique:                      

La combinaison (P1, P2), (P3, P4) et sa combinaison inverse (P2, P1), (P4, P3) ont la même 

valeur pour a mais une valeur différente pour b soit b1 et b2. 

 

Les combinaisons valides de NC couples de nombres premiers se séparent en 2 catégories : 

1- Dans la première catégorie, les nombres premiers qui constituent les couples dôune 

combinaison sont tous différents. 

2- Dans la seconde catégorie, deux ou plusieurs nombres premiers sont identiques dans les 

couples de nombres premiers de la combinaison. 

 

1- Les combinaisons de la première catégorie conduisent, numériquement, aux relations 

suivantes entre les valeurs b1 et b2. 

 
                     
                        

                 

  

Si lôon pose            et           , on obtient les mêmes relations que pour la 

propriété 4-2-3. Cette propriété donne les relations de b1 et b2 en fonction des nombres 

premiers dans le cas où les couples de nombres premiers (P1, P2) et (P2, P1) génèrent 

seulement des couples de nombres composés (6q-1=    , 6q+1=    ) et (6qô-1=    , 

6qô+1=    ). Nous allons démontrer que les formules de b1 et b2 obtenus à partir des 3 

relations précédentes respectent les critères de la définition 5.3.2. Ils représentent alors le 

second indice du premier couple de nombres composés obtenu pour la combinaison étudiée et 

la combinaison inverse.  
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Propriété 4-3-3-1: 
Les combinaisons valides de NC couples de nombres premiers génèrent seulement des 

couples de nombres composés. Les nombres premiers qui forment les couples de nombres 

premiers sont tous différents les uns des autres. Les couples de nombres premiers sont notés 

(P1H, P2H) avec         . Nous posons          
  
    et         

  
   . Les indices 

du premier couple de nombres composés s'écrivent               et      
         avec 

            des entiers naturels supérieurs à 1. 

La résolution de l'équation diophantienne linéaire             conduit à déterminer la 

solution particulière, un couple d'entiers relatifs (x0, y0), tel que:              . 
On pose             et             tel que : 

- Lorsque la relation                     est vraie, avec               , 
les solutions sont : 

 
   

           

 
      

   
           

 
          

  

 

- Lorsque la relation                      est vraie, avec               , 
les solutions sont : 

 

 
   

           

 
      

   
           

 
          

  

On obtient alors                  . 
 

Démonstration : cette démonstration est identique à celle de la propriété 4-2-3 en posant 

P1=P1ô et P2=P2ô. 

 

2- Les combinaisons de la seconde catégorie conduisent, numériquement, aux relations 

suivantes entre les valeurs b1 et b2 lorsque P1=P3 : 

 
                  
                     

              

  

Nous allons démontrer que les formules de b1 et b2 obtenus à partir des 3 relations 

précédentes respectent les critères de la définition 5.3.2. Ils représentent alors le second 

indice du premier couple de nombres composés obtenu pour la combinaison étudiée et la 

combinaison inverse. 

 

Propriété 4-3-3-2: 
Les combinaisons valides de NC couples de nombres premiers génèrent seulement des 

couples de nombres composés. Certains nombres premiers qui forment les couples de 

nombres premiers sont identiques. Les couples de nombres premiers sont notés (P1H, P2H) 

avec         . Lôensemble des nombres premiers en première et en seconde position des 

couples sont respectivement notés :  

                                                                 
Lôensemble des nombres premiers uniques en première et en seconde position des couples 

sont respectivement notés : 
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Nous posons            
   
    et           

   
   . Les indices du premier couple 

s'écrivent                 et      
           avec             des entiers naturels 

supérieurs à 1. 

La résolution de l'équation diophantienne linéaire                conduit à déterminer 

la solution particulière, un couple d'entiers relatifs (x0, y0), tel que:     
       

     . 
On pose              et              tel que : 

- Lorsque la relation                        est vraie,                                    

avec     
       

     , les solutions sont : 

     
   

             

 
       

   
             

 
       

    

  

 

- Lorsque la relation                       est vraie,                                      

avec     
       

     , les solutions sont : 

 

     
   

             

 
       

   
             

 
       

    

  

On obtient alors                    . 
Lorsque l'on pose P1'=P2'' et P2'=P1'', c'est-à-dire lorsque l'on inverse les éléments des 

couples, nous obtenons la relation suivante:     
      

   . Les formules de b1 et b2 

sont alors celles données par la propriété 4-3-3-1. 

 

Démonstration : cette démonstration est similaire à celle de la propriété 4-2-3 en posant 

P1=P1ôô et P2=P2ôô. Le détail de cette démonstration est donné en Annexe 1. 

 

Le nombre d'indices en commun s'écrit alors    
       

         
 . Cependant, lorsque p = b(Ci), le 

nombre d'indice est égal à 1. D'où : 

         
       

         
     

                  

          
  

 

La valeur de c2 est égale à: 
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avec k représentant une combinaison valide de NC couples de nombres premiers pris parmi 

un nombre de couples égal à      
 . 

avec b(Ci) une constante dépendante des nombres premiers P présents dans les couples de la 

combinaison. 

 

La formule obtenue pour c1 est similaire à la formule c2 avec: 

- NC=1 soit        =(-1)
2
 = 1 

- i est égal à 2 

-       
 

    
       

  

 

Ainsi C1 = c1 + c2 s'écrit comme dans la propriété 4-4 ci-dessous: 

 

Propriété 4-4: 
Le nombre de couples de nombres composés C1 existants dans l'intervalle [0, Np] est 

déterminé à partir du nombre de couples de nombres premiers présents dans l'intervalle 

          égal à NCmax. Ces couples sont créés à partir du nombre de nombres premiers 

présents dans l'intervalle           égal à Nmax+1. 

                
     

    
                    

                  

          
 

   
     
 

  
 

   

 

                

   

   

             

avec k représentant une combinaison valide de NC couples de nombres premiers pris parmi 

un nombre égal à      
 . 

avec b(Ci) une constante dépendante des nombres premiers P constituants les couples de la 

combinaison. 

 

 V.3.4  C1(j)  est une fonction strictement croissante  

 

L'indice d'un nombre impair Np est égal à p. Le dénombrement sôeffectue dans lôintervalle 

compris entre la valeur 0 et le carré d'un nombre impair. L'indice du carré d'un nombre impair 

est appelé nombre remarquable. Ce nombre s'écrit en fonction de j tel que:  

                
Le dénombrement est effectué pour chaque séquence    jusqu'au nombre remarquable de la 

séquence suivante      inclus. C'est-à-dire pour une séquence    donnée, le dénombrement 

s'effectue dans l'intervalle             . 
                          

                    
 

La fonction C1 s'écrit en fonction du paramètre j si l'on remplace p par            dans 

la formule de la propriété 4-4. La fonction C1 est une fonction cumulative. Lorsque l'on 
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ajoute les couples de nombres composés multiples d'un nouveau couple de nombres premiers, 

seulement ceux non communs aux précédents sont comptabilisés. 

 

Nous allons démontrer que le nombre de couples de nombres composés est strictement 

croissant avec j à partir de j=3. C'est-à-dire :              . 

 

Le premier couple de nombres premiers supérieurs à 3 est le couple (5, 7). 

Le nombre de couples de nombres composés créé avec le couple de nombres premiers (5, 7) 

est égal à C15,7 qui est le cardinal de l'ensemble suivant (Voir section V-3-1): 

                                                                  

           

avec C15,7 = card(       ) 
 

C15,7 = c1 + c2  avec  c2 = 0 car il y a un seul couple, NC=1. 

C15,7 = c1 =  
                  

          
                                  

 

Nous posons p = 3 + 105*n. Ce choix sera expliqué dans la section VII-1. 

Lorsque p = 3 + 105*n, le nombre C15,7 = n 

Il existe au minimum un couple de nombres composés tous les 105 indices consécutifs. Le 

nombre d'indices dans une unité de base est égal à d=4j+7. Le nombre d'indices dans une 

unité de base est supérieur à 105 à partir de j=25. Les valeurs numériques de C1, présentes 

dans le tableau ci-dessous, montrent une croissance à partir de j=3. La valeur de C1 croît en 

fonction de j à partir de j=3. 

 

J 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

 C1 0 0 0 1 2 5 7 10 12 15 19 23 28 

d 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 

 

J 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

 C1 34 40 46 56 64 71 82 93 107 116 130 140 153 

d 59 63 67 71 75 79 83 87 91 95 99 103 107>105 

 

Propriété 4-5: 

Le nombre de couples de nombres composés C1 est une fonction strictement croissante avec j 

à partir de j=3: 

                        
 

V.3.5  Evolution de C1(j) à l'infini  

 

Nous allons démontrer que C1(j) sô®crit avec j comme une fonction du second degré, f(j).  

 

Le nombre de couples de nombres composés C1 existants dans l'intervalle [0, Np], lequel 

contient Nmax nombres premiers supérieur à 3, est égal à: 
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Un nombre remarquable s'écrit : 

                
  

Le dénombrement est effectué pour chaque séquence    jusqu'au nombre remarquable de la 

séquence suivante      inclus. C'est-à-dire pour une séquence    donnée, le dénombrement 

s'effectue dans l'intervalle             . 
                    

 

En remplaçant               , nous obtenons la formule C1(j):  

                
     

    
   

                           

          
 

   
     
 

  
 

   

  

 

 

Le plus petit commun multiple (PPCM) entre tous les         et 3 est égal au produit de tous 

les nombres premiers              . 

                   

      

   

 

 
                            , C1 s'écrit en fonction de   . 

                
     

    
  

       

         
  
        

         
   

   
     
 

  
 

   

 

Propriété 4-6: 

Lorsque le nombre de nombres premiers (Nmax) tend vers l'infini, le nombre de couples de 

nombres premiers (NCmax) tend aussi vers lôinfini. La somme suivante  

            
     

    
  

        

         
   

   
     
 

  
 

   

 

est égale à 4 moins le nombre de couples de nombres premiers jumeaux (   ) et le nombre de 

couples mixtes que lôon nommera NCM. 

               
 

Démonstration: 

 

Rappel: deux nombres premiers donnent naissance à 2 couples de nombres premiers (P1, P2) 

et (P2, P1). Chacun de ces couples donne naissance à des couples de nombres composés (6m-

1, 6m+1). Les indices de ces couples (p-1, p) s'écrivent sous forme d'une suite arithmétique : 

               . Pour n=0, les indices de p pour chaque couple sont b1 et b2. Ce sont 

les indices du premier couple de nombres composés (6m-1, 6m+1). 
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Nous posons :     
        

         
    

La valeur de Va est égal à 0 si                    . 
La valeur de Va est égal à -1 si                   . 
Il a été démontré que                   pour tous les couples (propriété 4-2-1, 

propriété 4-2-2 et propriété 4-2-3). Nous obtenons                             . 
 

Il a été démontré (propriété 4-2-3) que pour un couple de nombres premiers dont le premier 

couple (6q-1, 6q+1) est un couple de nombres composés, la valeur de b(Ci) est inférieure à 

         . 
La valeur de Va pour un couple de nombres composés est alors toujours égale à 0. 

 

Il a été démontré, propriété 4-2-1 et propriété 4-2-2, que pour un couple mixte ou un couple 

de nombres premiers jumeaux, une des valeurs de b(Ci), b1 ou b2, est supérieure à   
        et lôautre est inf®rieure. Les 2 valeurs b1 et b2 sont reliés par la relation suivante: 

                             
 

Pour les couples de nombres premiers jumeaux, la valeur de       supérieure à           

est obtenue par la formule:                  
     

 
   

La valeur de Va est égale à 0 pour les 3 premiers couples (5, 7), (11, 13) et (17, 19) 

La valeur de Va est égale à -1 pour les autres couples car 
     

 
   

    

 
    

Alors la somme partielle    de   obtenue pour les couples de nombres premiers jumeaux est 

égale à  1= 3 -    . 
 

Pour les couples mixtes, lorsque le premier nombre P1 du couple (P1, P2) est le nombre 

premier, la valeur de       est égale à : 

                 
    

 
   

Sinon lorsque le second nombre P2 du couple (P1, P2) est le nombre premier, la valeur de 

      est égale à : 

                 
    

 
   

La valeur de Va est égale à 0 pour le seul couple mixte (P1=23, 5*P2=25) qui est le premier 

couple (6q-1, 6q+1) obtenu à partir du couple de nombres premiers (23, 5). Une valeur de Va 

à 0 est obtenu seulement pour les 2 cas précédents lorsque respectivement le nombre premier: 

- P1 du couple mixte est inférieur ou égal à 23 

- P2 du couple mixte est inférieur ou égal à 23 car 25 nôest pas premier. 

La valeur de Va est égale à -1 pour les autres couples mixtes. 

Alors la somme partielle    de   obtenue pour les couples mixtes est égale à   = 1 - NCM 

avec NCM le nombre de couples mixtes. 

 

Note: 

Les résultats numériques obtenus avec les 25 premiers nombres premiers, supérieurs à 3, 

montrent que seul le couple mixte (23, 25) conduit à une valeur de Va égale à 0. Les autres 

couples mixtes sont créés avec un nombre premier supérieur à 23. Les nombres premiers 

inférieurs à 23 forment des couples de nombres premiers jumeaux (5, 7), (11, 13) et (17, 19). 
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La somme   est alors égale à : 

 

                    
              

 

Propriété 4-7: Posons la relation suivante : 

   
 

 
           

     

    
                     

 

       

   
     
 

  
 

   

 

Lorsque j tend vers lôinfini, le nombre de nombres premiers (Nmax) et donc le nombre de 

couples de nombres premiers (NCmax) tend vers lôinfini. La s®rie aC est une série alternée 

particulière convergente. Elle converge vers 1/3 : 

   
    

      
 
    

La série alternée particulière suivante converge vers 1: 

 

   
    

          
     

    
 

 

       

   
     
 

  
 

   

   

 

Démonstration : lôutilisation des propri®t®s pr®c®dentes permet dô®crire la relation suivante : 

                 
     

    
 

       

         

   
     
 

  
 

   

               

 

Avec la formule de    , nous obtenons: 

            
                       

Or 

                        
                      

Dôo½ la limite ¨ lôinfini de    : 

   
    

      
 
   

La valeur de aC s'écrit comme une série alternée liée à l'alternance du signe (-1)
(NC+1)

. Mais 

c'est une série particulière car le terme de la série est fonction de NC mais aussi de Nmax. 

C'est une double somme. Nous noterons UNC un terme de la série : 

     
 

       

   
     
 

  
 

   

 

La démonstration est faite. 

 

Remarque : Le tableau et le graphique suivants donnent l'évolution de la valeur de aC en 

fonction de Nmax. Le coefficient aC est calculé avec tous les termes de la série jusqu'au 

16ème terme, nommé U16, pour Nmax=8. Le calcul est aussi réalisé pour les 6 et les 7 

premiers termes soit                            
   
    et            

           
   
   .  
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Nmax 2 3 4 5 6 7 8 

aC (16, Nmax) 0,01904762 0,03463203 0,04861805 0,05954829 0,0693651 0,07744721 0,08381258 

aC (6, Nmax) 0,01904762 0,03463203 0,04861805 0,05954829 0,06920634 0,07656652 0,0812351 

aC (7, Nmax) 0,01904762 0,03463203 0,04861805 0,05954829 0,06940428 0,07780582 0,08518424 

 

Illustration 7: 

 

 
 

C1(j) est une fonction strictement croissante. Sa valeur est égale à celle d'un polynôme du 

second degré (A1) auquel on retire les couples de nombres premiers jumeaux et les couples 

mixtes:        . Puisqu'il existe une infinité de nombres premiers, la valeur de        , 

nommé N1, est aussi infini. Pour Np=10
14

-1,    = 135780321664. La valeur de N1 est alors 

comprise strictement entre   /2 et   , soit lorsque j tend vers lôinfini : 

 

 
 

      
        

  

      
                                      

 

Le tracé obtenu, à partir du calcul effectué jusqu'à une valeur supérieure à Np=10
14

+1, est 

présenté ci-dessous. Ce tracé montre que C1 peut être représenté par une fonction du second 

degré. 

Note : les deux premiers coefficients du polynôme du second degré sont fonction de j car ils 

sont liés lôinfinit® des nombres premiers qui sô®crivent :                  . Lorsque 

j tend vers l'infini, le premier coefficient augmente vers 2/3 et le second diminue vers moins 

lôinfini car la somme         est infini. 

  

Illustration 8 : le graphique d'équation C1 = f(j) et le coefficient de régression R ont été 

obtenus avec l'outil Maple. Les données sont de couleur noir et la fonction est en rouge. Le 

calcul a été réalisé jusqu'à j = 5 000 170. Pour j = 4 999 998, le nombre impair Np = 10
14

 +1 

est atteint. 
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VI- Infinité des couples de nombres  premiers jumeaux  
 

VI.1 Dénombrement des couples de nombres premiers jumeaux  
 

Nous avons démontré que le nombre de couples de nombres premiers jumeaux    , dans un 

intervalle [0, Np], s'écrit :   
     = A1(j) - B1(j) + C1(j). 

 

Le nombre     s'écrit en fonction de j : 

         
 

 
    

  

 
        

             
   

 

    

   

            
                  

         
  

           

   

      

   

           
     

    
   

                          

         
 

   
     
 

  
 

   

 

Le plus petit commun multiple (PPCM) entre tous les        , tous les        et 3 est égal au 

produit de tous les nombres premiers              . 

                          

      

   

 

 

Lorsque j = PPCM(3,       ,        ) * n, on obtient : 

    =    ï (    +NCM)  

    = (   - NCM) / 2 

 

 

C1(j) = 0.548335414807537 j
2
 - 23914.4178108798 j 

R = 0.999999584475459 
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Illustration 9 : 

Le nombre de couples de nombres premiers obtenu dans l'intervalle [0, 10
t
] avec           

est une s®quence dôentiers r®f®renc®e A007508 dans l'Encyclopédie en ligne (OEIS). Notre 

calcul est réalisé seulement avec les nombres en 6m-1 et 6m+1. Cela exclu le couple (3, 5). 

On obtient numériquement les mêmes valeurs moins 1. 

Le tracé ci-dessous montre que     peut être représenté par une fonction du second degré. 

Note : les deux premiers coefficients du polynôme du second degré sont fonction de j car ils 

sont liés aux nombres premiers qui sô®crivent en fonction de j:                  . 

 

Le graphique d'équation   
       et le coefficient de régression R ont été obtenus avec 

l'outil Maple. Les données sont de couleur noir et la fonction est en rouge. Le calcul a été 

réalisé jusqu'à j = 5 000 170. Pour j = 4 999 998, le nombre impair Np = 10
14

 +1 est atteint. 

 

VI.2 Nouvelle conjecture sur les couples de nombres premiers jumeaux  

 

Nous avons démontré que les fonctions A1, B1 et C1 sont toutes strictement croissantes en 

fonction de j. La conjecture de Legendre nous indique que le nombre de nombres premiers 

               est aussi une fonction strictement croissante en fonction de j. C'est-à-

dire que le nombre de nombres premiers entre 2 nombres impairs consécutifs au carré est égal 

au minimum à 2. 

 

Nous avons calculé le nombre de couples de nombres premiers jumeaux en fonction de j. Ce 

calcul a été réalisé jusqu'à j = 5 000 170. Pour j = 4 999 998, le nombre impair Np = 10
14

 +1 

est atteint. Le calcul nous montre que le nombre de nombres premiers jumeaux est une 

fonction strictement croissante de j au moins jusqu'à j = 5 000 170. 

Note : Le calcul du nombre de nombres premiers en fonction de j a aussi été réalisé. Il montre 

quôil existe au minimum 2 nombres premiers pour chaque valeur de j et cela au moins jusqu'à 

j = 5 000 170. 

 

 

  
     = 0.00500308229559492 j

2
 + 2293.67889410006 j + 3 

R = 0.999967565524202 
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Conjecture : 

Nous énonçons qu'il existe au moins un couple de nombre premiers jumeaux entre deux 

nombres impairs consécutifs au carré, soit entre n
2
 et (n+2)

2
 avec n un nombre impair. 

VII - Formules reliant les couples de nombres premiers jumeaux  
 

Il est connu que lôensemble des nombres premiers est repr®sent® par les 2 formules 

math®matiques suivantes, ¨ lôexception des nombres 2 et 3: 

Np = 6m-1 ou Np = 6m+1 avec m>0 

Cela correspond à exclure les valeurs multiples de 2 et multiples de 3. 

La r®ciproque nôest pas vraie. 

Actuellement, il nôy a aucun ®quivalent concernant lôensemble des couples de nombres 

premiers jumeaux qui sô®crivent sous la forme (6m-1, 6m+1). Seulement le couple de 

nombres premiers jumeaux (3, 5) ne sô®crit pas sous cette forme.  

Nous allons d®montrer quôil existe 15 formules qui relient tous les couples de nombres 

premiers jumeaux à l'exception des couples (3, 5) et (5, 7). La r®ciproque nôest pas vraie. 

 

VII.1  Combinaison des 3 séquences W0, W1 et W2  
 

Les couples de nombres (6m-1, 6m+1) inclus l'ensemble des couples de nombres premiers 

jumeaux à l'exception du premier couple (3, 5). Les nombres qui composent ces couples sont 

situés entre les valeurs multiples de 3. Entre 2 multiples de 3, il existe seulement 2 nombres 

impairs. Les nombres impairs qui suivent la valeur 3 sont 5 et 7. Ces 2 nombres forment le 

premier couple de nombres premiers jumeaux (5, 7) de la forme (6m-1, 6m+1). 

Nous allons calculer tous les couples (6m-1, 6m+1) où les nombres impairs 6m-1 et 6m+1 ne 

sont ni multiple de 5 ni multiple de 7. Pour cela, nous allons utiliser les 3 premières séquences 

de points W0, W1 et W2. L'ensemble des combinaisons entre les 3 séquences se trouve dans un 

intervalle de longueur égal à 3*5*7=105 (Propriété 13). La période propre est égale à 105. Le 

premier indice p de la série de points    est égal à 3. Les combinaisons des 3 séquences se 

répètent tous les 105 indices consécutifs. On retrouve alors le premier indice de chaque 

combinaison dans l'intervalle suivant :           puis les indices suivants tous les 105 

indices consécutifs soit          ,       

Nous allons déterminer combien de couples de nombres premiers jumeaux peuvent exister au 

maximum lorsque p = 3 + 105 * n. C'est-à-dire le nombre de couples de nombres impairs dont 

les valeurs ne sont multiples ni de 5 ni de 7. Ces couples seront nommés « couples de 

nombres premiers jumeaux virtuels ». 
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VII.2  Calcul du nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels  
 

Propriété 5-1: 

Le couple (5, 7) existe lorsque p=2. À partir de p=3, tous les 105 indices successifs, il existe 

seulement 15 couples de nombres impairs qui peuvent être des couples de nombres premiers 

jumeaux. Ces couples sont nommés « couples de nombres premiers jumeaux virtuels ». 

Démonstration: 

Le nombre de couples de nombres premiers jumeaux   
     sô®crit : 

  
     = A1(p) ï B1(p) + C1(p) 

Il sôagit ici de calculer le nombre de couples de nombres impairs dont aucun des 2 nombres 

sont multiples de 3, 5 et 7. Ces couples sont alors des couples de nombres premiers jumeaux 

virtuels. Le calcul s'effectue avec les 3 nombres premiers suivants: P0=3, P1=5 et P2=7. La 

valeur de Nmax est égale à 2 et le nombre de couple NCmax est égal à 1. Les valeurs B1 et 

C1 calculées avec seulement les 3 nombres premiers précédents donnent des valeurs partielles 

B1ô et C1ô. En effet, le calcul nôest pas effectu® avec lôensemble des nombres premiers 

présents dans un intervalle [0, Np] avec Np un nombre impair. 

Les valeurs A1, B1 et C1 en fonction de l'indice p sont données par les relations suivantes: 

Propriété 2-1: 

Le nombre de couples d'indices (3m+1, 3m+2) présents dans un intervalle [0, Np] avec Np un 

nombre impair qui s'écrit: Np=2*p+3 est donné par la relation suivante: 

       
     

 
       

Propriété 3-2: 

Le nombre de nombres composés B1 existants dans l'intervalle [0, Np] est déterminé à partir 

du nombre de nombres premiers présents dans l'intervalle           égal à Nmax+1. Nous 

obtenons: 

        
        

   
 

    

   

               
             

         
  

           

   

      

   

  

avec  

             

 

   

 

 

Propriété 4-4: 

Le nombre de couples de nombres composés C1 existants dans l'intervalle [0, Np] est 

déterminé à partir du nombre de couples de nombres premiers présents dans l'intervalle 

          égal à NCmax. Ces couples sont créés à partir du nombre de nombres premiers 

présents dans l'intervalle           égal à Nmax+1. Nous obtenons: 
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avec k représentant une combinaison valide de NC couples de nombres premiers pris parmi 

un nombre égal à      
 . 

avec b(Ci) une constante dépendante des nombres premiers P constituants les couples de la 

combinaison. 

 

Lorsque p=3+105*n, les valeurs de A1, B1ô et C1ôd®pendantes de n sont : 

A1(n)  
        

 
   35n+1 

B1ô(n)  
              

   
   

              

   
   

               

    
  

 
               

    
  

               

    
  
                

     
   

= 21n + 15n - 3n - 5n - 7n + n 

22n 

C1ô(n)  
                

   
   

                

   
   

= n + n 

2n 

 A1(n) - B1ô(n) + C1ô(n) =  1 + 15n 

 

Ainsi le nombre de couples de nombres impairs (6m-1, 6m+1) recherché, égal au nombre de 

couples dôindices (3m+1, 3m+2), est égal à 

A1(n) - B1ô(n) + C1ô(n) = 1 + 15n 

avec la valeur 1 qui correspond au couple (5, 7). 

VII.3 Théorème: 15 formules qui relient les couples de nombres premiers 

jumeaux  
 

A partir de p=3, tous les 105 indices consécutifs, il existe 35 couples (3m+1, 3m+2) soit 35 

couples (6m-1, 6m+1). Parmi eux, 20 couples (6m-1, 6m+1) possèdent au moins un nombre 

multiple de 5 et/ou de 7. Il reste 15 couples (6m-1, 6m+1) dont les valeurs 6m-1 et 6m+1 ne 

sont ni multiple de 5 ni multiple de 7. 

Quelque soit lôindice sélectionné dans lôintervalle [3, 107], si le nombre impair associé se 

factorise avec 5 et/ou 7, il le sera aussi tous les 105 indices consécutifs. De la même façon, si 

le nombre impair, dôindice nommé px, ne se factorise ni par 5 ni par 7, cela restera vrai pour 

tous les indices qui sô®crivent sous la forme                             . 
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Théorème: 

Il existe 15 formules qui relient tous les couples de nombres premiers jumeaux à l'exception 

des deux premiers couples (3, 5) et (5, 7). La réciproque n'est pas vraie.   

Les 15 formules qui relient les couples de nombres premiers jumeaux sont données dans le 

tableau ci-dessous. 

Les formules ci-dessous donnent l'indice et la valeur du premier nombre premier virtuel d'un 

couple de nombres premiers jumeaux virtuels. 

Soit p, lôindice du premier nombre premier 

virtuel d'un couple de nombres premiers 

jumeaux virtuels 

Soit Np, le premier nombre premier virtuel 

d'un couple de nombres premiers jumeaux 

virtuels 

p=4+105*n Np=11+210*n 

p=7+105*n Np =17+210*n 

p=13+105*n Np =29+210*n 

p=19+105*n Np =41+210*n 

p=28+105*n Np =59+210*n 

p=34+105*n Np =71+210*n 

p=49+105*n Np =101+210*n 

p=52+105*n Np =107+210*n 

p=67+105*n Np =137+210*n 

p=73+105*n Np =149+210*n 

p=82+105*n Np =167+210*n 

p=88+105*n Np =179+210*n 

p=94+105*n Np =191+210*n 

p=97+105*n Np =197+210*n 

p=103+105*n Np =209+210*n 

 

La réciproque n'est pas vraie. Tous les indices ou tous les nombres impairs obtenus avec les 

formules ci-dessus ne conduisent pas à un couple de nombres premiers jumeaux. 
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VIII - Infinité  des couples de nombres premiers jumeaux virtuels  
 

Nous allons démontrer que le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels est 

infini lorsque le nombre de nombres premiers tend à l'infini. De plus, ce nombre croît 

strictement avec le nombre de nombres premiers. 

Le théorème précédent nous indique qu'il existe 15 formules qui relient les premiers nombres 

premiers des couples de nombres premiers jumeaux à l'exception des deux premiers couples 

(3, 5) et (5, 7). La réciproque nôest pas vraie. Ces formules permettent dôobtenir des couples 

de nombres impairs dont certains sont des couples de nombres premiers jumeaux. Il y a 15 

formules qui relient les premiers nombres premiers et 15 formules qui relient les seconds 

nombres premiers des couples de nombres premiers jumeaux. Une partie des indices obtenus 

à partir des 30 formules existent dans l'ensemble W car ce sont les indices de nombres 

composés. Nous allons déterminer le nombre de ces indices lorsque la période propre 

augmente avec le nombre de nombres premiers. Lô®volution du nombre de couples de 

nombres premiers jumeaux virtuels est alors déterminée. 

VIII -1-  Quelques définitions  
 

Rappel: dans l'ensemble W, une période propre est obtenue avec les "n" premiers nombres 

impairs premiers. Elle est définie par le produit de ces nombres premiers. Nous noterons cette 

période propre   . 

Définition 8-1-1: 

1. Dans l'ensemble des entiers naturels, une période propre est obtenue avec les "n" 

premiers nombres premiers. Le nombre premier pair 2 est inclus. La période propre est 

définie par le produit de ces nombres premiers. Nous noterons cette période propre 

   . 

2. Dans l'ensemble W, nous noterons une formule (A) comme étant une des 15 formules 

qui relient lôindice du premier nombre premier des couples de nombres premiers 

jumeaux. Nous noterons une formule (B) comme étant une des 15 formules qui relient 

lôindice du second nombre premier des couples de nombres premiers jumeaux. Chaque 

formule (A) est associée à une formule (B) pour former les indices des couples de 

nombres impairs tels que : 

(B) = (A) + 1. 

3. Dans l'ensemble des entiers naturels, nous noterons une formule (A') comme étant une 

des 15 formules qui relient les premiers nombres premiers des couples de nombres 

premiers jumeaux. Nous noterons une formule (B') comme étant une des 15 formules 

qui relient les seconds nombres premiers des couples de nombres premiers jumeaux. 

Chaque formule (A') est associée à une formule (B') pour former les couples de 

nombres impairs tels que : (B') = (A') + 2. 
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VIII -2- Détermination du nombre de couples de nombres premiers jumeaux 

vir tuels dans une période propre  
  

Propriété 8-2-1: 

Soit les "z+1" premiers nombres premiers impairs identifiés par un indice allant de 0 à z, nous 

noterons Fz le zième nombre premier par ordre croissant et supérieur à 3. Le premier nombre 

premier est noté F0 = 3. On pose    le premier élément d'une suite particulière avec      . 
Cet élément correspond au nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels pour 

une période propre égale à        avec z=3. 

Le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels présent dans une période propre 

égale à       suit une suite particulière    avec           et: 

               

   

   

                 

Cette suite    s'écrit : 

 

                               
 

                                         
                                                      

  

Soit après simplification :  

                

   

   

                

Le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels tend à l'infini lorsque le nombre 

"z" de nombres premiers impairs tend à l'infini. Ainsi avec z = n + 3, on obtient : 

   
   
                 

   
 

  
        

    

 

Démonstration : 

Les 15 formules (A') ont été déterminées à partir des nombres impairs premiers 3, 5 et 7. Les 

15 premiers nombres impairs ont été déterminées dans la période propre             
   . Ils se trouvent dans l'intervalle [9 ; 217]. Ces 15 nombres impairs sont multiples 

d'aucun des 3 facteurs impairs suivants : 3, 5 et 7. 

Dans l'ensemble W, nous travaillons avec les indices des nombres impairs. Les 15 premiers 

indices ont été déterminés dans la période propre             . Ils se trouvent dans 

l'intervalle [3 ; 107]. Lorsque l'intervalle augmente d'une valeur égale à 105, 15 autres indices 

sont déterminés à partir des 15 formules (A). 

Chaque nombre impair et son indice donné par une des 15 formules respectivement (A') et 

(A) représentent le premier nombre premier virtuel et son indice d'un couple de nombres 

premiers jumeaux virtuels. Lorsqu'un des 2 nombres impairs qui forment le couple de 

nombres premiers jumeaux virtuels est multiple d'un nombre premier supérieur à 7, ce couple 

doit être retiré des couples de nombres premiers jumeaux virtuels. Dans un intervalle égal à la 

période propre       , il existe 2 couples à retirer: (167, 169=13
2
) et (209=11*19, 211). Il 
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s'agit des valeurs obtenues avec n=0 pour la 11ème et la 15ème formule des couples de 

nombres impairs. Il existe seulement 13 couples de nombres premiers jumeaux dans 

l'intervalle [9, 217]. 

Nous allons rechercher le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels qui existe 

lorsque la période propre augmente. La période propre des indices est égal au produit des "n" 

premiers facteurs impairs premiers. Avec les 3 premiers nombres premiers, la période propre 

est égale à 105 et il existe 15 formules. Avec les 4 premiers nombres premiers, le facteur 11 

est ajouté à la liste des nombres premiers étudiés et la période propre est égale à 1155. 

L'intervalle étudié est égal à [3, 1157]. Cet intervalle contient 11 fois l'intervalle précédent 

égal à 105. Le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels est alors égal à 

15*11 soit 165. Cependant, il faut retirer le nombre de couples dont au moins un des nombres 

impairs est multiple du facteur 11. 

Note: deux nombres impairs consécutifs ne peuvent pas être multiples d'un même facteur 

impair. L'écart entre 2 nombres impairs consécutifs est égal à 2 et l'écart minimum entre 2 

nombres impairs consécutifs multiples des 2 plus petits facteurs impairs, 3 et 5, est égal à 6, 

soit 3*5 - 3*3 = 6. Les indices de 2 nombres multiples de 11 ne peuvent pas se trouver à la 

fois sur une formule (A) et sur sa formule (B) associée. 

Nous allons rechercher les nombres impairs multiples de 11 appartenant aux 15 formules (A) 

et aux 15 formules (B). Nous allons travailler avec les indices des nombres impairs. Les 

indices des nombres impairs multiples du facteur impair 11 sont donnés par la séquence Wj 

avec j=4 et Fj=2j+3=11 : 

                 

a) La première des 15 formules (A) est :                  

Nous allons rechercher les valeurs de k(n) qui respectent le critère suivant :            afin 

d'obtenir les indices des nombres impairs multiples de 11 et appartenant à la première 

formule. 

Il faut résoudre une équation linéaire diophantienne:              

Une solution existe car les nombres 11 et 105 sont premiers entre eux. La solution est obtenue 

en posant                  . Les résultats sont liés par une suite arithmétique de 

raison égale à la période propre soit 1155 : 

              

b) La première des 15 formules (B) est :              

Il faut résoudre une équation linéaire diophantienne:              

La solution est obtenue en posant                       . Les résultats sont liés 

par une suite arithmétique de raison égale à la période propre soit 1155 : 

                

Dans un intervalle égal à 1155, Il existe 2 indices de nombres impairs multiples de 11 

appartenant à la première formule (A) et (B). Il existe alors 2 couples à retirer car au moins un 
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des 2 nombres impairs de ces 2 couples est multiple de 11. Cependant dans l'intervalle [3, 

1157], l'indice de valeur 4 est l'indice du premier nombre premier d'un couple de nombres 

premiers jumeaux. Ce couple que l'on nommera Cp est à conserver. Il y a alors seulement (2-

1) = 1 seul couple à retirer. Ce résultat sera obtenu à chaque fois que le facteur premier, qui 

forme la nouvelle période propre, appartient à un couple de nombres premiers jumeaux. 

L'indice du facteur premier est alors égal à un des indices des formules (A) et (B). 

Les 14 autres couples de nombres premiers jumeaux virtuels conduisent à résoudre 28 autres 

équations linéaires Diophantienne. Avec chacune des 28 autres formules (A) et (B), seulement 

la constante de l'équation change. Il existe alors toujours une solution. Dans un intervalle égal 

à 1155, on obtient 28 indices de nombres impairs multiples du facteur 11 et appartenant à une 

des formules (A) et (B). Dans le premier intervalle [3, 1157], il existe 29 couples à retirer soit 

un total égal à 29=2*15-1. Pour tous les autres intervalles de longueur 1155 consécutifs, il 

faut retirer 30 couples. 

On pose       le premier élément d'une suite dont la valeur    est le nombre de couples de 

nombres premiers jumeaux virtuels dans la période propre égal à 105. La valeur de la période 

propre augmente avec les "z" premiers nombres premiers tel que : 

               

   

   

                 

Le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels dans la période propre des 4 

premiers nombres impairs premiers,           , est égal à    tel que :  

 
                     

     
  

 
              

     
  

Ou encore sans tenir compte du couple supplémentaire Cp, nous obtenons:  

 
                

     
  

Soit les "z+1" premiers nombres premiers impairs, nous noterons Fz le zième nombre premier 

par ordre croissant et supérieur à 3. Le premier nombre premier est noté F0 = 3. On pose    le 

premier élément d'une suite avec      . Cet élément correspond au nombre de couples de 

nombres premiers jumeaux virtuels pour une période propre égale à        avec z=3. 

Nous notons   , le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels présent dans 

une période propre égale à            avec z=4. Le nombre premier 11 se note   . Nous 

pouvons écrire    de la façon suivante : 

 
                  
                                              

  

En ne tenant pas compte du couple supplémentaire Cp, on obtient : 

 
                                 
                                              

  

Par récurrence sur "n", on obtient: 
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Après simplification, on obtient: 

                

   

   

               

Lorsque le nombre "z" de nombres premiers tend vers l'infini, l'indice "n" de la suite Un tend 

vers l'infini et le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels tend aussi vers 

l'infini. 

   
   
                 

   
 

  
        

    

Nous allons démontrer que pour tout                   . 

                 

Le premier terme de la suite est obtenu avec z=3 soit n=0 et U0=15. La première période 

propre           se forme avec les 3 nombres premiers suivants: 3, 5 et 7. Les nombres 

premiers sont pris par ordre croissant:        . Ainsi                     . 

  
    

            

                    

Le nombre de couples de nombres premiers jumeaux virtuels est infini. 

La démonstration est faite. 
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Conclusion 
 

Notre théorie sur les nombres impairs Np est basée sur les indices p de ces nombres tel que 

Np=2p+1,     . Cette théorie nous a conduit à la démonstration du théorème sur les 15 

formules qui relient les couples de nombres premiers jumeaux à l'exception des deux premiers 

couples (3, 5) et (5, 7). La réciproque n'est pas vraie. Nous avons d®montr® quôil existe une 

infinité de couples de nombres premiers jumeaux virtuels. 

Cette approche des nombres impairs met à disposition des outils pour caractériser les nombres 

premiers et les nombres composés tels que les fonctions trigonométriques associées à Wj et 

les suites arithmétiques.  
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Annexe 1 
Démonstration de la propriété 4-3-3-2 : 

a) Nous allons déterminer la forme des nombres entiers x1, y1 pour que le couple 

                s'écrivent (6q-1, 6q+1). Cette condition respecte les critères de la définition 

5.3.2. 

b) Nous allons aussi déterminer la forme de x0 pour que les formules de b1 et b2 respectent 

les critères de la définition 5.3.2. 

 

Rappel : 

1. Soit une combinaison composée dôun nombre de couples de nombres premiers ®gal ¨ NC, 

NC > 1. Chaque couple de nombres premiers crée une séquence de couples de nombres 

composés.  On recherche les couples de nombres composés communs aux couples créés par 

chaque couple de nombres premiers. Une telle combinaison est constituée de 2 séquences 

dôindices (p1, p2=p1+1). 

2. Les relations entre les coefficients b1 et b2 de la propriété 4-3-3-2 sont: 

- Lorsque la relation                        est vraie, avec      
       

   
  , les solutions sont : 

     
   

             

 
       

   
             

 
       

    

  

 

- Lorsque la relation                       est vraie, avec      
       

   
  , les solutions sont : 

     
   

             

 
       

   
             

 
       

    

  

 

a) Les nombres composés du premier couple de nombres composés obtenus avec 

respectivement les nombres impairs P1ôô et P2ôô s'écrivent (6q-1=x1P1ôô, 6q+1= y1P2ôô) avec 

       
 . Ces entiers existent car P1ôô et P2ôô sont premiers entre eux. L'équation 

diophantienne linéaire                 admet une solution. Nous allons déterminer la 

forme des valeurs de x1, y1. 

Les nombres impairs P1ôô et P2ôô sont obtenus par le produit de nombres premiers distincts les 

uns des autres qui sô®crivent 6q-1 ou 6q+1. Dôo½, P1ôô et P2ôô s'écrivent sous la forme 6q-1 ou 

6q+1 avec    *. Il existe alors 4 cas distincts: 

 

cas-a) P1ôô et P2ôô s'écrivent respectivement 6  -1 et 6  +1 

cas-b) P1ôô et P2ôô s'écrivent respectivement 6  +1 et 6  -1 

cas-c) P1ôô et P2ôô s'écrivent respectivement 6  -1 et 6  -1 

cas-d) P1ôô et P2ôô s'écrivent respectivement 6  +1 et 6  +1 

avec     
*     

*. 

 

La forme des valeurs de x1 et y1 dépendent des cas précédents. Pour le premier cas a, x1 P1ôô 

s'écrit sous la forme 6q-1 lorsque x1 s'écrit sous la forme 6q1+1 avec lôentier naturel positif 

    : 
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et y1 P2ôô s'écrit sous la forme 6q+1 lorsque y1 s'écrit sous la forme 6q3+1 avec lôentier naturel 

positif     : 

                                        
            

 

Le tableau ci-dessous donne la forme des valeurs de x1 et y1 en fonction de chaque cas. 

 
Cas P1ôô P2ôô x1 y1 (x1 P1ôô) (y1 P2ôô) 

a 6q2-1 6q4+1 6q1+1,      6q3+1,      6q-1 6q+1 

b 6q2+1 6q4-1 6q1-1,     
  6q3-1,     

  6q-1 6q+1 

c 6q2-1 6q4-1 6q1+1,      6q3-1,     
  6q-1 6q+1 

d 6q2+1 6q4+1 6q1-1,     
  6q3+1,      6q-1 6q+1 

 

Le couple (x1P1ôô, y1P2ôô) sô®crit (6q-1, 6q+1). Les indices du couple sont (3m+1, 3m+2). 

Les critères de la définition 5.3.2 sont respectés. 

 

b) Nous allons déterminer la forme de x0 de la premi¯re formule du syst¯me dô®quation     , 
pour chaque cas, afin que les nombres composés, d'indices b1 et b2, s'écrivent sous la forme 

6q+1. 

 

La première formule s'écrit: 

   
             

 
     

   

 

Pour le cas a, P1ôô=6q2-1 et P2ôô=6q4+1, démontrons que 2*b1+3 s'écrit 6q+1. 

 

                                     
 

Nous posons que la forme de la valeur x0 est :         avec    * 
 

                                             
 

                                                  
 

                                        
 

            
La relation                  conduit à     

       
     

Soit par substitution dans la relation (2), on obtient : 
                                    

                         
Le calcul de            avec la relation (2) conduit à : 

                                   
                             

Le couple (2*(b1-1)+3, 2*b1+3) est un couple de nombres compos®s qui sô®crit (6q-1, 6q+1) 

multiple du couple de nombres impairs (P1ôô, P2ôô). 

 

La seconde formule s'écrit: 
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avec         avec    *, nous obtenons:  

 

                                               
 

                                                    
 

                                        
 

                            
 

                                   
 

Le tableau ci-dessous donne la forme des valeurs de x0 en fonction de chaque cas. Cette forme 

est liée à celle de P1ôô avec une inversion du signe. 
Cas P1ôô P2ôô x0 

a 6q2-1 6q4+1 3 t + 1 

b 6q2+1 6q4-1 3 t - 1 

c 6q2-1 6q4-1 3 t + 1 

d 6q2+1 6q4+1 3 t - 1 

 

Exemples: 
Cas Formule 

utilisée 

Couple (P1ôô, P2ôô) P1ôô P2ôô x0 b1 b2 

a      (5,13)(5,19)=(5,247) 6q2-1 6q4+1 3 t + 1=346 122 3581 

b      (7,17)(19,17)=(133,17) 6q2+1 6q4-1 3 t - 1=11 1928 4853 

c      (5,7)(5,11)=(5,77) 6q2-1 6q4-1 3 t + 1= 31 422 731 

d      (7,17)(7,5)(13,5)=(91,85) 6q2+1 6q4+1 3 t - 1=71 5141 18062 

Note : les valeurs de b1 et b2 sont liées aux couples (P1ôô, P2ôô) et (P2ôô, P1ôô). Pour 2 

nombres impairs sélectionnés, la valeur prise par P1ôô et P2ôô ainsi que la formule à 

utiliser,            , nôont pas ®t® ®tudi®s dans cet article. 

 

La seconde formule se factorise avec le facteur P1ôô : 

          
             

 
               

                         
De plus, nous avons :  

              
             

 
                 

La relation     
       

      conduit à     
         

   dôo½ : 

              
             

 
               

                             
Le couple (2*(b2-1)+3, 2*b2+3) est un couple de nombres compos®s qui sô®crit (6q-1, 6q+1) 

multiple du couple de nombres impairs (P2ôô, P1ôô). 

 

Les critères de la définition 5.3.2 sont respectés pour b1 et b2. 
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Remarques: 

Si l'on inverse les valeurs de P1'' et P2'': P1'=P2'', P2'=P1'', c'est-à-dire lorsque l'on inverse les 

couples, nous obtenons la relation suivante:     
      

   . Les formules de b1 et b2 

sont alors celles données par la propriété 4-3-3-1: 

On pose             et             tel que : 

- Lorsque la relation                     est vraie, avec               , 
les solutions sont : 

     
   

           

 
      

   
           

 
          

  

 

- Lorsque la relation                      est vraie, avec               , 
les solutions sont : 

     
   

           

 
      

   
           

 
          

  

On obtient alors                  . 
 

Exemples: 

Voici les exemples précédents avec la propriété 4-3-3-2, soit      
       

      
Cas Formule 

utilisée 

Couple (P1ôô, P2ôô) P1ôô P2ôô x0 b1 b2 

a      (5,13)(5,19)=(5,247) 6q2-1 6q4+1 3 t + 1=346 122 3581 

b      (7,17)(19,17)=(133,17) 6q2+1 6q4-1 3 t - 1=11 1928 4853 

c      (5,7)(5,11)=(5,77) 6q2-1 6q4-1 3 t + 1= 31 422 731 

d      (7,17)(7,5)(13,5)=(91,85) 6q2+1 6q4+1 3 t - 1=71 5141 18062 

Les indices des couples de nombres composés formés par la combinaison (5,7)(5,11) et la 

combinaison inverse (7,5)(11,5) sont : 

 
               
             

    et    
                

              
  

Voici les mêmes exemples avec la propriété 4-3-3-1, soit      
      

    et donc avec 

une inversion des couples. Les valeurs pour b1 et b2 sont inversés car les couples ont été 

inversés. Les résultats sont donc identiques pour la combinaison étudiée et la combinaison 

inverse: b1'=b2 et b2'=b1. 
Cas Formule 

utilisée 

Couple (P1ô, P2ô) P1ô P2ô x0 b1' b2' 

a      (13,5)(19,5)=( 247,5) 6q2+1 6q4-1 3 t + 1=7 3581 122 

b      (17,7)(17,19)=(17,133) 6q2-1 6q4+1 3 t - 1=86 4853 1928 

c      (7,5)(11,5)=(77,5) 6q2-1 6q4-1 3 t - 1= 2 731 422 

d      (17,7)(5,7)(5,13)=(85,91) 6q2+1 6q4+1 3 t + 1=76 18062 5141 

Les indices des couples de nombres composés formés par la combinaison (7,5)(11,5) et la 

combinaison inverse (5,7)(5,11) sont : 

 
                

              
     et     

               
             

  


