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François WOLF et Marc WOLF 
Lôespace W dédié aux nombres impairs permet 

dôobtenir une formule exacte pour d®nombrer les 

nombres premiers. Cette formule comptabilise les 

multiples impairs des nombres premiers impairs. La 

formule a été implémentée informatiquement. Elle a 

comme avantage dôutiliser peu de ressources 

mémoires. De plus les performances de lôalgorithme 

permet son utilisation pour des nombres de lôordre de 

10 1̂5 avec un ordinateur de bureau. Cette formule a 

permis la r®alisation dôun algorithme, donnant le rang 

dôun nombre premier. La d®termination dôune 

formule approximative, pour dénombrer les nombres 

premiers, a permis de comprendre lô®volution de la 

densité des nombres premiers. Le système des 

nombres premiers sôapparente ¨ un syst¯me physique.  

En effet, des fréquences propres ont été définies. 
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Chapitre II - Formule s exactes et approximatives du dénombrement 

des nombres premiers :  Ⱬ▪  

 

La th®orie des nombres sôoccupe principalement des propri®t®s des nombres entiers. 

Cette thématique est paradoxale dans le sens où la plupart de ses problèmes peuvent être 

énoncés de manière tout à fait élémentaire, mais que les outils nécessaires pour leur résolution 

sont en général très sophistiqués. 

Côest le cas des nombres premiers et de leur r®partition. 

Les nombres premiers sont très simples à définir ¨ lôaide dôun crit¯re de divisibilit® mais leur 

répartition est plus difficile à cerner. Pour cela, des fonctions sommatoires sont utilisées. 

La structure et lôorganisation des nombres impairs ne sont pas actuellement connues. Cette 

lacune ne permet pas la compréhension des propriétés des nombres premiers telles que celle 

concernant leur répartition. 

Ce chapitre introduit de nouvelles formules pour dénombrer les nombres premiers ˊ(n) dans 

un intervalle [0 - n]. Une nouvelle formule ́ (n), d®nombrant les nombres premiers d'une 

manière exacte, est démontrée. 

Les deux formules de dénombrement, connues à ce jour, utilisent des fonctions factorielles. 

“ὲ

ÓÉÎ
“z Ὥ ρȦ

Ὥ

ÓÉÎ
“
Ὥ

 

“ὲ ÃÏÓ
“z Ὥ ρȦ ρ

Ὥ
 

 

Ces formules trouvées par C. WILLIAMS en 1964 sont liées au théorème de Wilson[1].  Le 

dénombrement de ces nombres est donc une opération couteuse en temps de calcul. 

Les méthodes de calcul utilisées informatiquement pour dénombrer de manière exacte les 

nombres premiers inférieurs à un nombre « n », sont basées actuellement sur le crible 

dôEratosth¯ne. Ce crible nécessite une ressource mémoire informatique importante ce qui 

limite la port®e du calcul, aujourdôhui ¨ ὲ ρπ. Dôautres m®thodes existent, mais elles sont 

moins performantes en termes de temps de calcul. 

La  méthode de calcul présentée dans cette étude est basée sur la détermination du nombre de  

nombres composés impairs, dans un intervalle donné π Ƞ ὔ . 

Qu'apportent les nouvelles formules de dénombrements des nombres premiers ? 
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- un temps de calcul performant, 

- la m®moire informatique nôest plus lô®l®ment limitant du calcul, 

- une explication sur l'origine des oscillations de la mesure de la densité des nombres 

premiers. 

Note : Les représentations graphiques, ainsi que la vérification des résultats théoriques et 

num®riques sont r®alis®es avec lôoutil informatique MAPLE v17.02. Un programme 

spécifique en C/C++ a été réalisé pour évaluer la performance des nouvelles formules et des 

nouveaux algorithmes permettant de dénombrer les nombres premiers. 

Les définitions suivantes sont utilisées dans cette étude. 

Formule/abr®viationsé Représentation/Explications Commentaires 

[ ] crochet dans une formule Les crochets dans une formule 

correspondent à la partie entière de la 

valeur. 

 

Ensemble N, ou N 
Côest lôensemble des entiers naturels. 

Lorsque lôon fait r®f®rence ¨ un 

espace ou à un ensemble, la lettre 

désignant cet espace/ensemble est 

indiquée en gras. 

Espace N 
L'ensemble des entiers naturels positifs 

impairs supérieur à « 1 » est définit comme 

l'espace N. Dans cette étude, seuls les 

nombres impairs sont étudiés. 

Espace W Cet espace est constitué des indices k des 

nombres impairs. Un indice k est aussi 

nommé un point de l'espace W. La valeur 

de k repr®sente le rang dôun entier naturel 

impair supérieur à zéro. 

Les nombres g®n®r®s dans lôespace 

W correspondent uniquement à des 

nombres impairs.  

Une valeur de « k » correspond 

donc à un nombre impair dans 

lôespace N. 

« en moyenne » Ce terme est utilis® pour d®crire lô®volution 

de propri®t®s des nombres impairs. Lô®tude 

montre et explique pourquoi les valeurs de 

ces propriétés oscillent. 

 

NINP NINP est l'abréviation d'un nombre impair 

non premier. Côest un nombre compos®. 

Un point NINP est l'indice de ce 

nombre impair non premier dans 

l'espace W. 

NIP NIP est l'abréviation d'un nombre impair 

premier. Côest un nombre premier. 

Un point NIP est l'indice de ce 

nombre impair premier dans 

l'espace W. 

Tableau 1: Définitions des termes employés dans cette étude (Lexique) 
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1- Contexte  

Les nombres de lôespace des entiers N se décomposent en deux catégories : les nombres pairs 

et les nombres impairs. 

Parmi les nombres pairs, seul le nombre « 2 » est un nombre premier. Le nombre de nombre 

pair premier ὔὲὴὴ est donc de 1. 

Parmi les nombres impairs, les nombres premiers existent en nombre infini. Nous avons donc 

deux catégories de nombres : les nombres impairs premiers (NIP) et les nombres impairs non 

premiers (NINP) dits nombres composés. 

Dans un intervalle défini parπ Ƞ ὔ , le calcul du nombre de nombres pairs et celui du nombre 

de nombres impairs sont fournis par les formules suivantes : 

- Nombre de nombres pairs : ὔὲὴ , 

- Nombre de nombres impairs : ὔὲὭὔ ὔὲὴὔ . 

Parmi les nombres impairs, le nombre de multiples impairs des nombres premiers impairs, 

déterminés dans ce chapitre, est donné par la formule ὊὋὡὔ . Le nombre de nombre impair 

premier ὔὲὭὴ est alors représenté par la formule suivante : 

ὔὲὭὴὔ
ὔ

ς
ὊὋὡὔ  

Le nombre de nombre premier est d®fini historiquement ¨ lôaide de la formule ˊ(N). Ce 

nombre de nombres premiers ˊ(N) correspond à la somme du nombre de nombre pair premier 

ὔὲὴὴ et du nombre de nombre impair premier ὔὲὭὴ: 

“ὔ ὔὲὴὴὔὲὭὴρ ὔ
ὔ

ς
ὊὋὡὔ  

Lôobjet de lô®tude est de d®terminer la formule FGW(N) afin dôobtenir la formule ˊ(N). La 

formule FGW(N) concerne uniquement les nombres impairs. Nous allons donc utiliser 

lôespace W
1
.  

Note : La définition de cet espace est présentée ci-après. 

A chaque valeur de k, dans lôespace W correspond un nombre impair Ni dans lôespace des 

entiers naturels N tel que ὔὭὯ  ς z Ὧ  σ. Tous les nombres impairs sont représentés 

sauf lôunit® ç 1 ». Cet espace montre la structure régulière des nombres impairs, et permet le 

dénombrement de ces nombres. 

1.2- Définition  dÅ Ìȭespace W  

Lôespace W, décrit l'ensemble des nombres impairs supérieur ou égale à σ. Les nombres 

impairs se décomposent en deux catégories : 

                                                 
1
 Lôarticle ç Théorie W: structure et organisation des Nombres Premiers» décrit les propriétés de cet espace [3]. 
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- les nombres impairs non premiers (NINP)   

- les nombres impairs premiers (NIP).  

 

Un nombre impair Ni est décrit par la formule : ὔὭὯ ςz Ὧ ρ avec k représentant 

lôindice, ou le rang, du nombre impair. 

Cette formule est modifiée comme suit : 

- Nous allons commencer au nombre « 3 ». Le nombre « 1 è nôest donc pas pris en 

compte car côest un ®l®ment neutre pour les opérations de multiplication et de division 

dans lôespace N. Nous allons commencer à partir du premier nombre premier impair 

« 3 ». 

ὔὭὯ ςz Ὧ σ 

- Le paramètre « k » correspond à une fonction affine param®trique d®crite ¨ lôaide du 

paramètre « j » : 

ὔὭὯὮȟὲ ςz ὯὮȟὲ σ 

Avec ὯὮȟὲ Ὧὲ Ὦ ςz Ὦ σ ὲz 

Chaque valeur du paramètre « j » génère une fonction affine qui décrit une série de points. 

 

Lôespace W correspond ̈  lôensemble des nombres générés par la formule ËÊȟÎ ᶅὮȟὲ avec 

Ὦ π Ὡὸ ὲ π. La formule ὔὭËÊȟÎ)) permet dôobtenir tous les nombres impairs dans 

lôespace N, ̈  lôexception du nombre « 1 ». Cette formule est la suivante : 

ὔὭὯὮȟὲ ὔὭὮȟὲ  ςz Ὦ σᶻςz ὲ ρ 

Si Î ρ, lôensemble des nombres g®n®r®s correspond ¨ tous les nombres impairs non 

premiers (NINP), autrement dit, à tous les multiples impairs des nombres premiers impairs. 

Les nombres impairs premiers (NIP) sôobtiennent uniquement si Î π. 

 

La formule ËÊȟÎ) permet dôobtenir pour chaque valeur du param¯tre  ç j » une séquence infinie 

Ὧὲ d'indices de nombres impairs. La séquence infinie est générée par le paramètre « ὲ » dont 

la valeur appartient ¨ lôensemble des entiers naturels. 

 

La formule ὯὮȟὲ est constituée de deux facteurs : 

- Le facteur « ςz Ὦ σ  » qui correspond à la « période » de la séquence. Les nombres de 

la série de points Ὧὲ  sont distants entre eux dôune valeur ®gale ¨ la « période » de la 

séquence. 

- Le facteur « Ὦ » qui correspond à un « décalage ». Le point initial de la série de points 

Ὧὲ  est  d®cal® dôune valeur égale à « Ὦ » par rapport ¨ lôorigine du rep¯re de lôespace 

W.  

Une séquence Ὧ correspond à une série de points dont la période  est égale à « ÐÅ ςz Ὦ

σ  », et le décalage est égal à  « Ὦ ». 

La s®quence dôindice ç Ὦ », ou séquence « Ὦ », correspond à une séquence de points Ὧ. La série 

de points générée par la séquence Ὧ est nommée Ὧὲ. La s®rie de points dôune s®quence ç j » 

correspond aux indices des nombres impairs multiples de la période ςz Ὦ σ dans lôespace N.  
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Par exemple : La série de points Ὧ ὲ représente les multiples du nombre premier 3 dans 

lôespace W. La série Ὧ ὲ représente les multiples du nombre premier 5. La série Ὧ ὲ 

représente les multiples du nombre premier 7. La série Ὧ ὲ représente les multiples du 

nombre impairs 9. Il sôagit dôun sous-ensemble des multiples du nombre premier 3. 

 

Pour d®terminer la primalit® dôun nombre impair Ni, deux paramètres sont nécessaires : 

- Lôindice de la valeur du nombre Ni, soit : 

ὔὭ ςz Ὧ σ 

- Lôindice de la racine carr®e du nombre Ni, soit : 

ЍὔὭ ςz Ὦ σ 

Les s®quences de points ®tudi®es sont comprises dans lôintervalle π Ƞ Ὦ . 

Si Ὧ  correspond ¨ une valeur dôune s®quence Ὧὲ, alors le nombre Ni correspond à un 

nombre composé qui est multiple de ςz Ὦ σ. 

Le graphique ci-dessous permet de décrire l'espace W. Les points sur le graphique 

correspondent aux nombres impairs non premiers (NINP), générés par les séquences Ὧ pour 

ὲ π et Ὦ π. 

L'axe des abscisses représente les valeurs de k. La valeur de k repr®sente lôindice des nombres 

impairs ὔὭὯ. 

L'axe des ordonnées représente les valeurs du paramètre « Ὦ ». 

L'ensemble des points en rouge obtenu pour Î  ρ correspond à l'ensemble des multiples 

impairs des nombres premiers impairs (NINP). Il sôagit des nombres compos®s. 

La projection de ces points sur lôaxe Ὧ est représentée par des flèches de couleur rouge. Toutes 

les valeurs de Ὧ ne correspondent pas à des points en rouge. Les valeurs de Ὧ, nôayant aucune 

correspondance avec les points en rouge, correspondent aux nombres impairs premiers (NIP). 

Les indices des nombres NIP correspondent aux valeurs qui ne sont pas générées par le schéma 

de base ὯὮȟὲ avec ὲ π, comme montré ci-dessous. 
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Tableau 2 : Le graphique correspond à lôespace W et représente une partie des cinq premières séquences 

« j  ». Certains nombres NIP sont également représentés. 

Le graphique permet de distinguer les nombres premiers (NIP) des nombres composés (NINP). 

Les points générés par les séquences « Ὦ » avec Î π ne sont pas pris en compte afin 

d'obtenir uniquement les points NINP. Cela permet de distinguer les points NINP des points 

NIP. 

Si la p®riode dôune s®quence ç Ὦ » correspond à un nombre composé, les indices générés par 

cette séquence correspondent à un sous-ensemble dôun ensemble de points g®n®r®s par une 

des séquences pr®c®dentes. Cela signifie quôune s®quence ç Ὦ », dont la période correspond à 

un nombre composé, ne génère pas de nouveau points NINP. Cette séquence n'augmente pas 

le nombre de points NINP. On indique alors que la s®quence ne densifie pas lôaxe ç k » avec 

de nouveaux points NINP. 

Seuls les séquences « j » dont la période correspond à un nombre premier génèrent des points 

correspondant ¨ de nouvelles valeurs NINP. Seules ces s®quences densifient lôaxe ç k ».  

La densité des NINP correspond au rapport nombre de points NINP par nombre de points 

NIP, soit . Ce rapport augmente lorsqu'une nouvelle séquence « Ὦ » avec une période 

égale à un nombre premier apparaît [8]. Cette propriété est liée à la raréfaction des nombres 

premiers. 

Lôabscisse dôun point correspond ¨ lôindice d'un nombre impair repr®sent® sur lôaxe k sur le 

graphique. Lôordonn®e dôun point correspond ¨ lôindice de la racine carr®e du nombre impair. 

Le paramètre « j è permet de faire le lien entre lôindice de la valeur N du nombre soit Ὧάὥὼ

, et lôindice de la valeur de la partie enti¯re de la racine carr®e du nombre soit Ὦάὥὼ

Ѝ
. 

▒ ▒z ▪z 
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Note : Tous les graphiques ont été réalisés avec le logiciel MAPLE v17.02 

2.2- Dénombrer les nombres impairs non premiers  (NINP) 

L'objet de cette étude est d'obtenir une formule qui permet de dénombrer les nombres 

premiers dans un intervalle π Ƞ ὔ . 

Dans lôespace W, le nombre N correspond à la valeur Ὧ  ; les crochet [] 

représentent la partie entière du résultat. Côest nécessaire quand le nombre N est pair. Le 

d®nombrement sôeffectuera donc dans lôespace W dans lôintervalle [0 ; Ὧ ]. 

Seules les valeurs appartenant ¨ lôensemble des entiers naturels sont ®tudi®es dans lôespace W 

Nous avons démontré que les points NINP peuvent être décrits par les séquences Ὧὲ quand 

le paramètre « ὲ » est strictement supérieur à zéro. 

Le nombre de NINP dans lôintervalle π Ƞ ὔ  peut donc être calculé. Par différence avec le 

nombre de nombres impairs, nous en déduisons le nombre de nombres impairs premiers NIP. 

Les séquences Ὧ correspondent à des ensembles infinis de points. Les différentes séquences, 

obtenues pour des valeurs de « j » différentes, conduisent à des valeurs de k identiques. Les 

séquences « j » possèdent des points en commun. Par exemple, Ὧπȟς  Ὧρȟρ  φ. Le 

dénombrement des points NINP impose de comptabiliser ces points une seule fois. 

Lorsquôune s®quence ç Ὦ » possède une période « ÐÅ ςz Ὦ σ » dont la valeur 

correspond à un nombre composé, la série de points de cette séquence correspond alors à un 

sous-ensemble de points dôune s®quence ç j2 » dont la période « ἸἭ▒ » correspond à un des 

facteurs de la période « ÐÅ » ; ÐÅ ἸἭ▒ ÐzÅ ÐzÅȣ ÐzÅ avec ἸἭ▒
ÐÅ ÐÅȣ ÐÅ avec ÐÅȟÐÅȟȣÐ ɴὔέάὦὶὩί ὖὶὩάὭὩὶί.  

Afin dô®viter de comptabiliser ces points, seules les séquences Ὧὲ dont la période 

correspond à un nombre premier sont prises en compte dans le calcul du dénombrement des 

points NINP. Une fonction de primalité avec pour paramètre la séquence « j » est définie dans 

le paragraphe 2- fonction de primalité pour les séquences « j », afin de pouvoir déterminer si 

la période de la séquence « j » correspond à un nombre premier. 

Des points communs entre différentes séquences « Ὧ » dont la période est un nombre premier 

existent également. 

Par exemple : Ὧ π σz ς φ et Ὧ ρ ρ υ φ.  Dôo½ Ὧ π Ὧ ρ. 

 

Afin de déterminer les points communs entre différentes séquences Ὧ, il est nécessaire de 

déterminer le premier point commun à cet ensemble de séquences. En effet, le premier point 
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commun est fonction de la première séquence « j » ainsi que du nombre de séquence. Une 

formule est à définir. 

Le nombre des séquences « j » à prendre en compte dans le calcul est variable. Ce premier 

point correspond au point commun le plus petit (PCPP0) des séquences Ὧ. Chaque séquence 

Ὧ possède une période égale à ςz Ê σ. Les autres points communs aux séquences 

concernées, qui suivent le point PCPP0, sont alors distants dôune valeur ®gale ¨ la 

multiplication des périodes de ces séquences. Ces points sont reliés par la fonction PCPP(i). 

Note : si le PCPP0 a une valeur supérieure au nombre N étudié, cela signifie quôil nôexiste pas 

de points communs entre les s®quences ®tudi®es dans lôintervalle π Ƞ ὔ . 

Exemple : déterminons PCPP0 et PCPP(i) pour les séquences Ὧ, Ὧ et Ὧ.  

Le premier point commun est le nombre 0#00υρ. 

La période de Ὧ est « 3 », celle de Ὧ est « 5 » et celle de Ὧ est « 7 ». 

Les autres points communs, obtenus pour Ὥ π, sont distants de la valeur: σz υz χ ρπυ 

0#00É υρρπυzÉ 

La formule générique qui permet de déterminer les points communs quel que soit le nombre 

de séquences « j » pris en compte est définit au paragraphe 3- Recherche du point commun le 

plus petit (PCPP0) entre différentes séquences ▓▒. 

2- fonction de primalité  pour les séquences « j » 

Dans ce paragraphe, nous allons d®terminer la primalit® de la p®riode dôune s®quence ç j ». 

Cette fonction de primalité est nommée Æ4ÊÊ . Cette fonction retourne une valeur binaire 0 

ou 1. 

Lorsque la fonction Æ4ÊÊ  renvoie la valeur « 1 », la séquence « Ê» possède alors une 

période, ÐÅ ςz Ê σ , dont la valeur correspond à un nombre premier. Lorsqu'il ne s'agit 

pas d'un nombre premier, la valeur renvoyée est égale à « 0 ».  

Cette fonction Æ4ÊÊ  s'écrit alors comme suit: Æ4ÊÊ ÉÓ0ÒÉÍÅÐÅ  pour déterminer si la 

valeur ÐÅ est un nombre premier ou un nombre composé. 

Dans l'espace W, Ê est l'indice du nombre impair Ni lequel correspond dans ce paragraphe à 

la période ÐÅ. Dans le chapitre I [3], cet indice est nommé Ὧάὥὼ avec la relation suivante: 

ὔὭ ςz Ὧάὥὼσ  dôo½ Ὧάὥὼ  avec [] partie entière.  Dans le cas présent, la 

relation suivante est obtenue : 

Ὧ
ÐÅ σ

ς

ςz Ê σ σ

ς
Ê 

Les séquences Ὧ sont définie par : Ὧὲ Ὦ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ÐÅz ὲ. 
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Donc Ὧ  est un point d'une séquence « j » si et seulement si Ὧ Ὧὲ pour « j » 

compris dans lôintervalle [0 ; Ὦ ] (Ὦ  est défini ci-dessous). 

Dôo½ 

Ὧ Ê Ὦ ÐÅz ὲ 

Dôo½ 

Ê Ὦ ÐÅz ὲ     et    ἶ  ÊØ  Ê Ⱦ ÐÅ 

Lorsque ▪ est une valeur entière pour une des valeurs de j compris dans l'intervalle [0 ; Ὦ ], 

la valeur de la période ÐÅ est un nombre composé. 

Pour connaître la primalité de la période ÐÅ, il est donc n®cessaire dô®tudier la divisibilit® 

de Ê Ὦ par la période ÐÅ par les valeurs de j compris dans lôintervalle [0 ; Ὦ ]. La 

séquence de points Ὧὲ permet d'obtenir tous les points multiples de la période  ὴὩ. Si le 

nombre « Ê Ὦ » est divisible par « ὴὩ » alors le nombre Ê appartient à la séquence « j », 

côest-à-dire, il correspond à un point de la séquence de points Ὧὲ. La valeur de la période 

est alors un nombre composé. Les séquences de points Ὧὲ à étudier sont comprises dans 

lôintervalle [0 ; Ὦ ] avec Ὦ Ê . La valeur de Ὦ  est prise à 0 lorsque 

Ὦ π. 

Nous allons définir la fonction ‏ὝὮÐÅȟÊ Ὦ avec ÐÅ ςz Ὦ σ pour obtenir une valeur 

binaire 0 ou 1 en fonction de la divisibilité de Ê Ὦ par la période ÐÅ. Cette fonction renvoie 

la valeur « 0 » si Ê Ὦ est divisible par la période ÐÅ et « 1 » si le reste de la division est 

supérieur à 0. Un cas particulier existe et concerne la première valeur Ê=0 pour laquelle la 

fonction doit retourner « 1 ». En effet, la valeur Ê=0 correspond à une période égale au 

nombre « 3 » lequel est un nombre premier. Ce nombre « 3 » est le cas particulier des 

nombres premiers impairs dans la théorie W [3] car il correspond à l'origine du repère de 

l'espace W. 

ὝὮÐÅȟÊ‏ Ὦ
ρ Ὢὰέέὶρ

Ê Ὦ άέὨ ÐÅ

ÐÅ
ȟ ὢ π

ρȟ ὢ π

 

Note : la fonction « mod » correspond à la fonction modulo, la fonction floor(a) fournit la 

partie entière de la valeur « a ». 

La primalité d'une période ÐÅs'étudie pour toutes les valeurs de j comprise entre [0 ; jmax]. 

Si pour une valeur de j, Ê Ὦ est divisible par la période ÐÅ alors ‏ὝὮÐÅȟÊ Ὦ=0. 

Lorsque au minimum une valeur de j conduit à ‏ὝὮÐÅȟÊ Ὦ=0, la multiplication de 

l'ensemble des fonctions ‏ὝὮÐÅȟÊ Ὦ pour j compris entre π Ƞ Ὦάὥὼ conduit aussi à une 
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valeur nulle. La valeur de la période est alors un nombre composé sinon il s'agit d'un nombre 

premier. 

La fonction de primalité ὪὝὮÊ  d'une période ÐÅ correspond donc à la multiplication de la 

fonction ‏ὝὮÐÅȟÊ Ὦ pour les valeurs de « j è dans lôintervalle π Ƞ Ὦ . La valeur est 

égale à « 1 » lorsque la séquence « Ê » possède une période correspondant à un nombre 

premier. Cela signifie que la valeur « Ê » n'appartient à aucune des séquences de points Ὧὲ 

pour les valeurs de « j » comprises dans lôintervalle [0 ; Ὦ ]. 

ὪὝὮÊ ὝὮÐÅȟÊ‏ Ὦ 

Cette fonction ὪὝὮÊ  est déterministe. 

Note : d'autres tests de primalité probabilistes ou déterministes très performants existent déjà 

et il est préférable de les utiliser en pratique. Cependant, ces tests sont liés à des algorithmes 

et non à des formules. 

La caract®risation dôun nombre impair premier d®finie dans le chapitre I [3] ne sôapplique pas 

dans ce contexte, car il est nécessaire de tester la primalité du nombre impair « 3 ». 

3- Recherche du point commun le plus petit  (PCPP0) entre différent es 

séquences ▓▒.  

Une séquence "j" est constituée de l'ensemble des points k(j,n) avec n appartenant à 

l'ensemble des entiers naturels. Ces points k correspondent à des nombres multiples de 

nombre impair. Pour un ensemble de séquences "j" données, il existe plusieurs points k 

communs.  La recherche du premier point commun pour un ensemble de séquences « j » se 

fait dans lôespace des entiers naturels N avec le paramètre ὔὭ ςz ὯὮȟὲ σ, et dans 

lôespace W avec le paramètre Ὧ ὯὮȟὲ. Le premier point commun au sein dôun ensemble 

de séquences données est appelé PCPP0. 

La fonction qui permet dôobtenir, pour une liste de s®quence ç j », le PCPP0 se nomme 

#Ð×,ÉÓÔÅ ÄÅÓ ÓïÑÕÅÎÃÅÓ ͼÊͼ. Elle est définit dans ce chapitre. 

Cette fonction #Ð×,ÉÓÔÅ ÄÅÓ ÓïÑÕÅÎÃÅÓ ͼÊͼ est impl®ment®e ¨ lôaide dôun algorithme sous 

MAPLE. Cet algorithme est fourni en annexe 1. 

Note : Si le PCPP0 est sup®rieur ¨ la borne maximale de lôintervalle Ὧ  alors la valeur 

renvoy®e par lôalgorithme correspondra ¨ une valeur n®gative indiquant quôil nôy a pas de 

points communs entre les s®quences fournies en param¯tres de la fonction dans lôintervalle 

étudié. 
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3.1 Première méthode  : Recherche des points  PCPP dÁÎÓ ÌȭÅÓÐÁÃÅ . 

La recherche du point commun le plus petit (PCPP) consiste à déterminer la valeur du nombre 

impair Ni dans l'espace N (ὖὅὖὖ) ou encore la valeur k dans l'espace W (ὖὅὖὖ), identique 

entre plusieurs séquences « Ὦ ». Une séquence « Ὦ » est définit par l'ensemble des points k 

obtenus par la fonction ὯὮȟὲ. 

Dans lôespace N, la formule qui permet dôobtenir le PCPP0 entre des séquences « j », est 

décrite par la multiplication des périodes ÐÅ ςz Ê σ de toutes les séquences « j » 

sélectionnées. Le tableau ci-dessous montre les valeurs de ὖὅὖὖ et ὖὅὖὖ pour la sélection 

de respectivement 2 et 3 séquences « Ὦ ». 

Liste des 

séquences « j » 
Périodes 

ÐÅ  
Espace N 

ὖὅὖὖ  

Espace W 

ὖὅὖὖ  

Commentaires 

Ὧ, Ὧ 
ÐÅ σ 

ÐÅ υ 

ὖὅὖὖ σz υ ρυ 
ὖὅὖὖ

ὖὅὖὖσ

ς
φ La formule reliant les 

nombres des deux 

espaces est la 

suivante: 

 ὔὭ ὯὮȟὲ ςz
ὯὮȟὲ σ 

Ὧ, Ὧ et Ὧ 
ÐÅ σ 

ÐÅ υ 

ÐÅ χ 

ὖὅὖὖ σz υz χ ρπυ 
ὖὅὖὖ

ὖὅὖὖσ

ς
υρ 

Tableau 3 : D®termination du PCPP dans lôespace N et dans lôespace W pour un ensemble de séquence ▓▒ 

Le passage de lôespace N ¨ lôespace W et inversement s'effectue avec la formule suivante: 

ὔὭ  ς z Ὧ σ ce qui conduit à écrire: ὖὅὖὖ ςz ὖὅὖὖσ 

et inversement ὖὅὖὖ ὖὅὖὖσȾς. 

 

Nous allons définir la fonction Cpw qui donne le ὖὅὖὖ pour une liste de séquences choisit: 

ὖὅὖὖ #Ð×,ÉÓÔÅ ÄÅÓ ÓïÑÕÅÎÃÅÓ ͼÊͼ 

Pour une sélection de « n » séquences "j" (chaque séquence correspond à une valeur unique 

de « j »), un tableau des séquences choisies est définit par Ὕὥὦὼ Ὦ avec ὼɴ π Ƞ ὲ ρ. 

La période pour chaque séquence du tableau s'écrit alors  ὴὩ ςz Ὕὥὦὼ σ. La 

valeur du ὖὅὖὖ dans lôespace N est obtenue par la multiplication des périodes ὴὩ  de 

chaque séquence du tableau. La fonction ὅὴύ a pour paramètre une liste de séquences « j » 

Ὕὥὦπ Ƞ ὲ ρ. Cette fonction est donc définit de cette manière : 

ὖὅὖὖ ὅὴύὝὥὦπ Ƞ ὲ ρ
Б ςz Ὕὥὦὼ σ σ

ς

Б ὴὩ σ

ς
 

avec Ὕὥὦπ Ƞ ὲ ρ correspondant à la liste des séquences « j » pour lesquelles on souhaite 

obtenir le point commun le plus petit (PCPP). 
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La valeur ςz Ὕὥὦὼ σ correspond à la période de la séquence Ὕὥὦὼ. Dôo½ 

ὴὩ ςz Ὕὥὦὼ σ 

Exemple : si ὼ ρ correspond à la séquence « Ὦ υ » alors Ὕὥὦρ Ὦ υ. 

Cette fonction nécessite le nombre dôop®rations suivant pour « ὲ » éléments, chaque élément 

correspondant à une séquence « Ὦ »,  avec ὲ ς: 

- opération de multiplication/division : 

 ὲ άόὰὸὭὴὰὭὧὥὸὭέὲί ὴὥὶ ς ὲ ρ ὓόὰὸὭὴὰὭὧὥὸὭέὲίρὨὭὺὭίὭέὲςz ὲ 
- op®ration dôaddition/soustraction : 

 ὲ ὥὨὨὭὸὭέὲίρ ίέόίὸὶὥὧὸὭέὲὲ ρ 

Pour un nombre de « ὲ »  séquences, cette fonction est donc constituée de  σz ὲ ρ 

opérations arithmétiques. Une autre méthode de recherche du PCPP existe. Elle est étudiée 

dans le prochain paragraphe. 

3.2  Seconde méthode ɀ équation diophantienne à 2 inconnues  : Recherche du 

PCPP dÁÎÓ ÌȭÅÓÐÁÃÅ 7 

Dans ce paragraphe, nous allons rechercher une seconde méthode de détermination du PCPP0 

à partir de l'espace W. La recherche porte sur la détermination de la valeur de k commune la 

plus petite. Cette méthode nécessite la résolution d'une équation diophantienne à deux 

inconnus. Dans les prochains paragraphes, la formule compos®e du nombre dôop®rations 

arithmétiques le plus petit, c'est à dire la plus performante, sera utilisée pour aider au 

dénombrement des nombres premiers. 

Pour rechercher le PCPP0 entre deux séquences « Ὦ », par exemple « Ὦ » et «  Ὦ è, lô®quation 

suivante doit être résolue : 

Ὧ ὲ Ὧ ὲ  

Dôo½  

Ὦ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ςz Ὦ σ ὲz 

Avec ὲ et ὲ les inconnus à déterminer ; ὲ ρ et  ὲ ρ et  Ὦ Ὦ.  

Il faut donc résoudre une équation diophantienne, avec deux inconnus du premier ordre pour 

trouver le premier point commun 0#00 entre les deux séquences « Ὦ » et « Ὦ ». Les autres 

points communs entre les séquences s'obtiennent en ajoutant au premier point commun  

0#00, une valeur multiple de la valeur égale à la multiplication de la période de chacune des 

deux séquences. Ces points  sont alors reliés par la formule PCPP(i) suivante : 

ὖὅὖὖὭ ὖὅὖὖ ὴὩ ὴzὩ Ὥz ὖὅὖὖ ςz Ὦ σᶻςz Ὦ σ Ὥz  
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Solution:  

Cas 1: les deux séquences « j » sont consécutives   

Postulat : Les relations entre les valeurs de deux séquences « Ὦ » consécutives sont les 

suivantes : 

▪ ▪  et ▒ ▒  

Preuve  

Considérons les séquences suivantes : Ὦ ρ et Ὦ ς et ЎὮ Ὦ Ὦ ρ.  

Dôo½ lô®quation suivante :  

ὖὅὖὖὭ ▓▒Éȟ▪É Ὦ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ςz Ὦ σ ὲz  (eq 1) 

Dôo½ pour : Ὦ ρ et Ὦ ς, lô®quation suivante : 

ρ υz ὲ ς χz ὲ 

La solution est la suivante: 

Si ὲ σ alors Ὧρȟσ ρ υz σ ρφ  

Si ὲ ς alors Ὧςȟς ς χz ς ρφ  

D'où les relations entre les valeurs de ὲ et de Ὦ : 

ὲ Ὦ ρ et  ὲ Ὦ ρ  

Ce résultat r®sout lô®quation (eq 1) quelles que soient les séquences « Ὦ » ̈  condition quôelles 

soient consécutives et donc ЎὮ ρ.  

Comme ὲ ὲ ρ alors ὲ  Ὦ ρ ρ Ὦ ς. En remplaçant les valeurs ὲ 

par  Ὦ ς, on obtient la formule: 

Ὦ ςz Ὦ σᶻὮ ρ ςz Ὦ ψz Ὦ φ  

En remplaçant les valeurs ὲ par  Ὦ ρ et Ὦ par Ὦ ρ, on obtient : 

Ὦ ρ ςz Ὦ ρ σᶻὮ ρ ςz Ὦ ψz Ὦ φ  

Pour les valeurs Ὦ ρ et Ὦ ς, nous obtenons bien 

k(Ὦȟὲ ὯὮȟὲ ςz Ὦ ψz Ὦ φ ρφ  



Répartition des nombres premiers  ήάέί

 

Auteurs : François WOLF et Marc WOLF             mathscience.tsoftemail.com Page 16 

 

Nous avons trouv® une solution pour lô®quation eq1. Cette solution fournit la valeur commune 

la plus petite, car la valeur PCPP0 obtenue est inférieure à la valeur obtenue par la 

multiplication des périodes des séquences : 

Ὦ ςz Ὦ σᶻὮ ρ ςz Ὦ σᶻςz Ὦ σ 

En effet, nous obtenons : 

ςz Ὦ σᶻςz Ὦ σ Ὦ ςz Ὦ σᶻὮ ρ ςz Ὦ Ὦz σz Ὦ σz Ὦ φ π 

Donc les solutions pour ὲ et ὲ sont :  

ὲ Ὦ ρ 

ὲ Ὦ ρ 

Le PCPP0 sôobtient avec lôune des formules suivantes : 

ὖὅὖὖὮ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ςz Ὦ σᶻὮ ρ Ὦ ὴὩᶻὮ ρ 

ὖὅὖὖὮ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ςz Ὦ σᶻὮ ρ Ὦ ὴὩᶻὮ ρ 

La solution générale pour trouver tous les autres points communs entre les séquences consiste 

à ajouter au facteur ὲ un multiple de la période de la séquence « Ὦ è , et vice versa si lôon 

utilise le facteur ὲ , dôo½ les solutions suivantes :  

ὲ Ὦ ρ ςz Ὦ σ Ὥz 

ὲ Ὦ ρ ςz Ὦ σ Ὥz 

On obtient donc en remplaçant ces résultats dans lô®quation eq 1, les solutions suivantes :  

ὖὅὖὖὭ Ὦ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ςz Ὦ σᶻ Ὦ ρ ςz Ὦ σ Ὥz 

Côest ®quivalent ¨ : 

ὖὅὖὖὭ Ὦ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ςz Ὦ σᶻ Ὦ ρ ςz Ὦ σ Ὥz 

Dôo½ 

ὖὅὖὖὭ ὖὅὖὖ ὴὩ ὴzὩ Ὥz ὖὅὖὖ ςz Ὦ σᶻςz Ὦ σ Ὥz  

Avec É π et ὖὅὖὖὮ ςz Ὦ σᶻὮ ρ 

Cas 2: les deux séquences « j » sont distantes dôune valeur x   
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Postulat : Les relations entre les valeurs de deux séquences « Ὦ » consécutives sont les 

suivantes : 

▪ ▪ ὀ  et ▒ ▒ ὀ avec x > 1 

Alors, 

ὲ Ὦ ὼ et ὲ Ὦ ὼ  et ЎὮ Ὦ Ὦ Ø.  

Dôo½ lô®quation suivante à résoudre : 

Ὦ  ςz Ὦ  σ  zὲ  Ὦ Ø  ςz Ὦ Ø  σ ὲz 

Postulat : Considérons que  ▪ ▒ , la solution pour ὲ, quel que soit Ὦ Ὦ est: 

D'où la solution pour ▪ , quel que soit Ὦ Ὦ, est la suivante :  

▪ ▒ ● ▒  

A partir du postulat précédant, la solution pour PCPP0 est : 

ὖὅὖὖ  Ὦ  ςz Ὦ  σᶻὮ ρ 

ὖὅὖὖ  Ὦ  ςz Ὦ  σᶻὮ ρ 

Ce point commun est le plus petit car la valeur PCPP0 obtenue est inférieure à la valeur 

obtenue par la multiplication des périodes des deux séquences comme démontré dans le cas 1. 

L'ensemble des valeurs ὲ, permettant dôobtenir des valeurs communes entre les deux 

séquence « Ὦ », est alors obtenue par la formule suivante : 

ὲ  Ὦ ρ Ø ςz Ὦ Ø σȢÉ  Ὦ ρ ςz Ὦ σ Éz 

L'ensemble des valeurs ὲ, permettant dôobtenir des valeurs communes entre les deux 

séquence « j »,  est obtenue par la formule suivante : 

ὲ  Ὦ ρ ςz Ὦ σ Éz  

On obtient ainsi toutes les valeurs communes entre les séquences « Ὦ » et « Ὦ » :  

ὖὅὖὖὭ Ὦ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ςz Ὦ σᶻ ▒ ςz ▒ σ Ὥz 

Côest ®quivalent ¨ : 

ὖὅὖὖὭ Ὦ ςz Ὦ σ ὲz Ὦ ςz Ὦ σᶻ ▒ ςz ▒ σ Ὥz 

Généralisation de la solution.  
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Le point commun le plus petit PCPP0 entre « ά » séquences « Ὦ » est noté ὖὅὖὖȟ  . 

Le PCPP0  pour « ά » séquences fournit les équations suivantes : 

0#00  Ὦ ςz Ὦ σ ὲz   Ὦ ςz Ὦ σ ὲz   Ὦ ςz  Ὦ σ ὲz  ȢȢȢ  Ὦ ςz Ὦ σ ὲz  

La démonstration se fait par récurrence. 

La démonstration pour deux séquences Ὦ et Ὦ a fourni la valeur 0#00 suivante :  

Note : Ὦ et Ὦ sont des valeurs appartenant ¨ lôensemble N. Elles ont une valeur quelconque, 

mais elles sont croissantes : Ὦ Ὦ 

0#00ȟ Ὦ ὴὩᶻὮ  

Avec trois séquences Ὦ, Ὦ, Ὦ, on obtient le résultat suivant :  

0#00ȟ Ὦ ὴὩᶻ Ὦ ὴὩᶻὮ  

Avec quatre séquences Ὦ, Ὦ, Ὦ, Ὦ, on obtient le résultat suivant :  

0#00ȟ Ὦ ὴὩᶻ Ὦ ὴὩᶻ Ὦ ὴὩᶻὮ  

Avec cinq séquences Ὦ, Ὦ, Ὦ, Ὦ, Ὦ, on obtient le résultat suivant :  

0#00ȟ Ὦ ὴὩᶻ Ὦ ὴὩᶻ Ὦ ὴὩᶻ Ὦ ὴὩᶻὮ  

éetc. 

On obtient une suite de points 0#00ȟ  décrit par la formule de récurrence suivante avec 

ά ς : 

ὠὥὰὩόὶ ὭὲὭὸὭὥὰὩ 0#00ȟ Ὦ  

0#00ȟ Ὦ ὴὩᶻ0#00ȟ   

0#00ȟ Ὦ ὴὩᶻ0#00ȟ   

é.   

0#00ȟ Ὦ ὴὩ z 0#00ȟ   

On v®rifie lô®galit® suivante avec la formule trouvé dans le paragraphe précédent dans 

lôespace N pour « ά » éléments : 
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▬▄▒░

□

░

ἜzἍἜἜȟ□  

Équation 1 : Relation entre les périodes et les indices des séquences « j  » 

Pour la première valeur de ά, c'est ¨ dire la valeur 2, lô®galit® suivante est obtenue: 

ςz 0#00ȟ σ  ςz Ὦ ὴὩᶻὮ ρ σ  

ςz 0#00ȟ σ ςz Ὦ σ  ςz ὴὩᶻὮ ρ  

ςz 0#00ȟ σ  ὴὩ ςz ὴὩ  ςz ὴὩ Ὦz  

ςz 0#00ȟ σ  ὴὩᶻςz Ὦ σ  

ὴὩᶻςz Ὦ σ ὴὩᶻςz 0#00ȟ σ ὴὩ  zὴὩ ὴὩ 

Si la formule est vraie pour « Í ρ », est-elle vraie pour « Í » ?  

ςz 0#00ȟ σ ςz Ὦ ὴὩ z 0#00ȟ ρ σ   

ςz 0#00ȟ σ ςz Ὦ σ ςz ὴὩᶻ0#00ȟ ρ   

ςz 0#00ȟ σ ὴὩ ςz ὴὩ ςz ὴὩ 0z#00ȟ    

ςz Ὦ ὴὩ z 0#00ȟ ρ σ ὴὩ z ςz 0#00ȟ σ ὴὩ 

La formule 0#00ȟ  est donc démontrée mathématiquement. 

Lô®quation 1 permet dôavoir une relation dô®quivalence entre les p®riodes et les indices dôune 

séquence « j » pour lôobtention du premier point commun entre diff®rentes s®quences. 

La formule 0#00ȟ  donne le premier point commun entre les différentes séquences « j » 

étudiées. 

Le graphique ci-dessous montre les PCPP0 pour les séquences « Ὦ » suivante avec Ὦ π 

, Ὦ ρ, Ὦ ς : 

- Ὦ, Ὦ : PCPP0=6 

- Ὦ, Ὦ : PCPP0=16 

- Ὦ, Ὦ, Ὦ : PCPP0=51 
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Figure 1 : Le graphique montre des exemples du premier point commun PCPP 

concernant les trois premières séquences « j ». 

La formule 0#00ȟ  nécessite le nombre dôop®rations suivant pour « ὲ » éléments avec 

ὲ ς   

- opération de multiplication/division : 

 ὲ ρ άόὰὸὭὴὰὭὧὥὸὭέὲί ὴὥὶ ς ὲ ρ ὓόὰὸὭὴὰὭὧὥὸὭέὲίςz ὲ ρ 

- op®ration dôaddition/soustraction : 

 σz ὲ ρ ὥὨὨὭὸὭέὲίσz ὲ ρ 

Cette formule est donc constituée de  υz ὲ ρ opérations arithmétiques. 

Cette formule n®cessite un nombre dôop®rations sup®rieur au nombre dôop®rations obtenu 

avec la formule équivalente, déterminée dans le paragraphe précédent. Nous utiliserons donc 

la formule obtenue dans lôespace N (cf. paragraphe 3.1), au paragraphe suivant, pour le 

dénombrement des nombres premiers. 

4- Formule FGW(N) pour le dénombrement des ÎÏÍÂÒÅÓ ÐÒÅÍÉÅÒÓ ʌɉN)  

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer le nombre de nombres impairs non premiers dans 

un intervalle π Ƞ ὔ . Ce nombre est donné par la formule ὊὋὡὔ . Les paragraphes 

précédents, nous ont apporté 2 formules qui seront utilisées pour déterminer cette formule 

ὊὋὡὔ  : 
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- une formule permettant de conna´tre la primalit® de la p®riode dôune s®quence ç Ê » : 

Æ4ÊÊ  

- une formule permettant dôobtenir le premier point commun entre différentes séquences 

« j » : ὅὴύὒὭίὸὩ ὨὩί ίïήόὩὲὧὩί ͼÊͼ. 

Le nombre “ὔ  est le nombre de nombres premiers dans un intervalle π Ƞ ὔ . Il est  obtenu 

à l'aide de la formule FGW(N). 

4.1- Description des éléments constituants la formule FGW(N)   

Pour obtenir la formule FGW(N), le dénombrement des nombres impairs non premier (NINP) 

dans un intervalle π Ƞ ὔὭ est effectué dans l'espace W. Cela correspond à déterminer le 

nombre d'indice k, correspondant à un nombre impair non premier, dans l'intervalle équivalent 

[0 ; kmax] de l'espace W avec Ὧ . 

Nous avons montré que les NINP sont représentés par des séquences de points correspondant 

à des multiples impairs de nombres premiers impairs. Seuls les multiples impairs des nombres 

premiers impairs incrémentent le nombre de NINP. Autrement dit, seulement les points k(j,n) 

des séquences « Ὦ » avec une période correspondant à un nombre premier sont dénombrés. 

Pour les séquences « Ὦ » avec Ὦ π, une partie des points correspond à un sous-ensemble de 

points générés par les séquences précédentes. Ces points en commun entre les différentes 

séquences doivent être comptabilisés une seule fois. 

Les points pris en compte dans le calcul de dénombrement se situent, dans l'espace W, dans 

un rectangle d®limit® sur lôaxe k par lôintervalle [0 ; Ὧ ] et sur lôaxe j par lôintervalle [0 ; 

Ὦ ]. A la figure 2 page 28, pour le nombre ὔὭ  ρωυ, le calcul est r®alis® jusquô¨ la valeur 

Ὦ  = 
Ѝ

  = 5 et Ὧ  = 96. 

Le dénombrement s'effectue pour toutes valeurs de j compris dans l'intervalle [0 ; jmax]. Pour 

chaque valeur de Ὦ, un dénombrement est effectué dans l'intervalle [0 ; j]. La séquence Ὦ est 

alors nommée séquence initiale. 

Pour chaque séquence initiale, le calcul du dénombrement se décompose en 3 parties  

distinctes: 

- A : Le calcul du nombre de points généré par la séquence initiale et situés dans 

lôintervalle [0 ; Ὧ ] .  

Ce calcul est réalisé pour toutes les séquences, possédant une période égale à un 

nombre premier, comprises dans lôintervalle [0 ; Ὦ ]. 

 

La fonction qui réalise le calcul pour une séquence « Ὦ » est nommée .ÂÊȟὯ .  

Seuls les points ὯὮȟὲ avec ὲ π sont comptabilisés. Le premier point de chaque 

séquence « Ὦ » déterminé par ὲ ρ, est égal à la valeur suivante : 
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Ὦ ςz Ὦ σ. La fonction .ÂÊȟὯ  est alors égale à la différence entre le point 

supérieur Ὧάὥὼ et le premier point, divisé par la période ςz Ὦ σ puis augmenté de 

« 1 » pour tenir compte du premier point. 

ὔὦὮȟὯάὥὼρ
ὯάὥὼὮ ςz Ὦ σ

ςz Ὦ σ
 

Comme seules les points des séquences possédant une période dont la valeur est un 

nombre premier doivent être comptabilisés, la fonction ὔὦὮȟὯάὥὼ est multipliée par 

la fonction de primalit® dôune s®quence ç Ὦ » c'est à dire ὪὝὮὮ. 

Dôo½ le calcul partiel suivant : 

ὔὦὮȟὯάὥὼzὪὝὮὮ  

- B : Le calcul du nombre de points communs avec une séquence précédente « Ἰ Ê

ρ » avec ὴ  π. 

Ce calcul sôeffectue avec chaque s®quence qui pr®c¯de la s®quence initiale sous 

condition que la séquence possède une période égale à un nombre premier. Le calcul 

est alors r®alis® pour toutes les s®quences comprises dans lôintervalle [0 ; Ὦ -1]. 

Par exemple, pour la séquence initiale Ὦ τ, le calcul est réalisé pour les séquences 

Ὦ ςȟὮ ρ car la séquence Ὦ σ possède une période correspondant à un nombre 

composé et la séquence Ὦ π conduit à une valeur de ὴ négative. 

La fonction qui réalise ce calcul est nommée ÆÇ×ÐὯ  ȟὮȟὴ.  

Ce calcul sôeffectue ¨ partir du premier point commun PCPPo entre les séquences « Ὦ » 

et « ὴ ». Ce premier point est fourni par la formule déterminée au paragraphe 

précédent ὅὴύȣ . 

La fonction ÆÇ×ÐὯ  ȟὮȟὴ est reliée à la fonction ὃάύ que nous allons définir 

ici. Cette fonction ὃάύȣ  fournit le nombre de points communs entre la borne 

supérieur du calcul Ὧάὥὼ et le PCPP0. Si la valeur du PCPP0 est supérieure à la valeur 

Ὧάὥὼ, cela signifie quôil nôy a  aucun point ¨ prendre en compte dans le calcul. 

Le calcul consiste à diviser Ὧ ὅὴύȣ  par la période de la séquence « Ὦ » afin 

dôobtenir le nombre dôintervalle de longueur ®gale ¨ la p®riode de cette séquence soit 

ςz Ὦ σ, et donc le nombre de points. 

Ce résultat intermédiaire est porté par la fonction ὃάύὯάὥὼȟὮȟὴ. 

ὃάύὯάὥὼȟὮȟὝὥὦὶὭ
ὯάὥὼὅὴύὯάὥὼȟὝὥὦὶὭ

ςz Ὦ σ
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Pour obtenir le nombre de points communs fgwp() recherché, ce résultat intermédiaire 

Awm(é) doit être divisé par la période de la séquence « ὴ ». Seule la partie entière est 

conservée dans le calcul. 

Le résultat est négatif car ces points sont à exclure. Ils ont déjà été comptabilisés lors 

du traitement de la séquence précédente.  

Il est également nécessaire de décrémenter de une unité ce résultat car le nombre de 

points constituant n intervalles est de ὲ ρ points.  

Mais cette valeur est ajoutée si et seulement si la fonction ὃάύȣ  est non nulle. 

Pourquoi ? 

La fonction ὃάύȣ  fournit le nombre de points entre la borne supérieur du calcul 

soit Ὧάὥὼ et le PCPP0 des séquences « Ὥ ». Si la valeur du PCPP0 est supérieure à la 

valeur Ὧάὥὼ, cela signifie quôil nôy a  aucun point ¨ prendre en compte dans ce calcul. 

Il nôy a donc pas dôintervalle et donc pas dôunit® manquante. Dans le cas contraire, il 

est n®cessaire de soustraire 1, dôo½ la formule suivante : 

ὪὫύὴὯάὥὼȟὮȟὴ
ρ

ςz ὴ σ
ὃzάύὯάὥὼȟὮȟὴ ρ 

Comme seules les séquences possédant une période dont la valeur est un nombre 

premier sont prises en compte dans le calcul, cette fonction sera multipliée par la 

fonction de primalité ὪὝὮὴ.  

Dôo½ le calcul partiel suivant : 

ὪὫύὴȣ ὪzὝὮὴ  

Ce nombre de points communs est à déduire du nombre de points ὔὦὮȟὯάὥὼ 

générés par la  séquence « Ὦ ». Le nouveau calcul partiel du dénombrement de NINP 

est: 

ὔὦὮȟὯάὥὼ ὪὫύὴȣ ὪzὝὮὴ ὪzὝὮὮ 

- C : Le calcul du nombre de points communs entre une séquence « r » et plusieurs 

séquences « i » données dans un tableau ὝὥὦὶὭ. 

Ce calcul est similaire au calcul précédent. La différence est reliée au nombre de 

séquences impliqué dans le calcul. Le calcul précédent avec la fonction 

ÆÇ×ÐὯ  ȟὮȟὴ a permis dôenlever les points communs, nomm®s 0#-ȟ, entre la 

séquence initiale « Ὦ » et une séquence précédente « ὴ ». 
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Mais, il est nécessaire de prendre en compte ces points communs 0#-ȟ avec les 

points dôune autre s®quence ç i1 » qui précède la séquence « ὴ ». En effet, il y a des 

points communs entre les points 0#-ȟ et les points de la séquence « Ὥρ è que lôon 

nomme 0#-ȟȟ . Cependant, ces points communs ont déjà été comptabilisés lors du 

calcul pour la séquence « Ὥρ ». Il est alors nécessaire de les retirer des points communs 

0#-ȟ. 

Dôo½ les formules suivantes : 

0#-ȟ  ὪὫύὴὯάὥὼȟὮȟὴ 

%Ô 

0#-ȟȟ
ρ

ςz ὴ σ
ὪzὝὮὴᶻ

ρ

ςz Ὥρ σ
ὪzὝὮὭρ ὃzάύὯάὥὼȟὮȟὝὥὦὴȟὭρ ρ 

avec 4ÁÂὴȟὭρ correspondant à la liste des séquences. 

Note : le fait de retirer les points 0#-ȟȟ  au points 0#-ȟ lesquels eux-mêmes sont 

retirés de ὔὦὮȟὯάὥὼ abouti à un ajout de ces points. Le résultat correspond alors à 

un nombre positif. Comme déjà expliqué, le nombre de points constituant n intervalles 

étant de ὲ ρ, la valeur 1 est ajoutée au résultat ce qui explique le « +1 » de la 

formule 0#-ȟȟ . 

Nous allons r®aliser cette op®ration pour autant quôil y a des s®quences pr®c®dentes. 

Pour une séquence « ὶρ », nous allons calculer les points communs entre les points 

0#-ȟȟ  et les points de la séquence « ὶρ » qui seront retirés des points 0#-ȟȟ . 

Nous obtiendrons ainsi les points communs entre les séquences « Ὦ », « ὴ », « Ὥρ » et 

« ὶρ » soit 0#-ȟȟȟ . 

Dôo½ 

0#-ȟȟȟ
ρ

ςz ὴ σ
ὪzὝὮὴᶻ

ρ

ςz Ὥρ σ
ὪzὝὮὭρᶻ

ρ

ςz ὶρ σ
ὪzὝὮὶρ ὃzάύὯάὥὼȟὮȟὝὥὦὴȟὭρȟὶρ ρ 

Note : Comme déjà expliqué, le nombre de points constituant ὲ intervalles est de 

ὲ ρ, Il s'agit ici de soustraire le nombre de points trouvé. La valeur 1 est à soustraire 

au résultat ce qui explique le « -1 » de la formule 0#-ȟȟȟ . 

Et ainsi de suite avec les séquences « ὶς », « ὶσ »,é 

Chaque séquence doit être combinée avec toutes les séquences précédentes afin de 

déterminer les points communs. 

Pour une séquence « Ὥρ è compris dans lôintervalle π Ƞ ὴ ρ, le nombre de 

combinaisons avec les séquences précédentes correspond à la valeur  ὶάὥὼὅ
Ὥρ
ὴ

  

Avec  ὅ
Ὥ
ὴ

ὴȦ

ὴ ὭȦzὭȦ
 . 
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Note : La Figure 2 page 28 montre pour chaque séquence « Ὦ » toutes les 

combinaisons, représentées par des flèches, avec toutes les séquences précédentes. 

Dôo½ la formule suivante qui correspond ¨ lôensemble des points communs ¨ enlever 

aux points communs 0#-ȟ: 

ở

Ở
ờ

ὪὫύȣ

ὶάὥὼὅ
Ὥ

ὴ

Ợ

ỡ
Ỡ

 

Note : la variable Ὥ est un indice qui est compris entre ρ Ὡὸ ὴ, ce qui est équivalent au 

nombre de séquences entre π Ὡὸ ὴ ρ. Chaque indice Ὥ correspond à une séquence 

« ὭρȟὭςȟὭσȣ ». Chaque indice r correspond à une séquence « ὶρȟὶςȟὶσȣ ». 

 

La formule ὪὫύȣ  correspond au nombre de points communs (PCM) entre un 

ensemble de séquences. Elle est définie comme suit : 

ὪὫύὯάὥὼȟὮȟὝὥὦὶὭ
ρ

ςz Ὕὥὦὶὲ σ
ὪzὝὮὝὥὦὶὲ ὃzάύὯάὥὼȟὮȟὝὥὦὶὭ ρ 

Cette formule est constituée de trois facteurs : ἮἢἩἪ, Ἦἢἲ,═◌□  et de 

l'ajustement ρ lié à la valeur positive ou négative du nombre de points communs 

trouvés : 

ὪὫύȣ ἮἢἩἪÒȟÎ zἮἢἲ4ÁÂÒÎ ═z◌□ȣ  

Le facteur ὃύάȣ  fournit le nombre de points à prendre en compte dans le calcul. 

Le facteur Ἦἢἲ4ÁÂÒÎ  est le facteur de primalité de la séquence fourni par le 

tableau 4ÁÂÒÎ. 

Le calcul du facteur suivant est détaillé dans le paragraphe suivant : 

Æ4ÁÂÒȟÎ 
ρ

ςz Ὕὥὦὶὲ σ
 

Ce facteur correspond ¨ la multiplication de lôinverse des p®riodes des s®quences qui 

se trouve dans le tableau Ὕὥὦὶὲ. Ce facteur est associé à la fonction de primalité 

ὪὝὮὝὥὦὶὲ . En effet, seules les séquences dont la période est un nombre premier 

sont prises en compte dans la formule. Le signe négatif signifie que les points 

communs avec la séquence précédente sont à soustraire. 
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Le signe du résultat va dépendre du nombre de séquences. En fonction du signe de la 

fonction, on soustrait ou on ajoute lôunit® manquante ρ. Mais cette valeur est ajoutée 

si et seulement si la fonction ὃάύȣ  est non nulle. 

Dôo½ le calcul final, dans l'espace W, pour obtenir le nombre de points généré par les 

séquences « Ὦ » comprises dans lôintervalle [0 ; Ὦ ] est donné par FGW(N) : 

ἐἑἥὔ ὔὦὮȟὯάὥὼ ὪὫύὴȣ 0#-ȟ ὪzὝὮὴ ὪzὝὮὮ 

ἐἑἥὔ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ὔὦὮȟὯάὥὼ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ở

Ở
ờ
ὪὫύὴȣ

ở

Ở
ờ

ὪὫύȣ

Ợ

ỡ
Ỡ

Ợ

ỡ
Ỡ
ὪzὝὮὴ

Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ὪzὝὮὮ 

Note : les calculs n®cessitent de r®cup®rer la partie enti¯re dôune valeur, que la valeur soit 

positive ou négative. Dans la formule, la récupération de la partie entière se traduit par les 

crochets [ ]. 

La formule ὊὋὡὔ , dans l'espace W, se décompose en 3 termes: 

1- le premier terme ὔὦὮȟὯάὥὼ donne le nombre de points de la séquence étudiée. 

2- le second terme ὪὫύὴ donne le nombre de points communs entre la séquence étudiée et 

la séquence ayant la valeur de Ὦ la plus petite. 

3- le troisième terme donne le nombre de points commun entre la séquence initiale i et toutes 

les autres séquences inférieures. Chaque séquence initiale doit être combinée avec toutes les 

séquences précédentes afin de déterminer les points communs. Le calcul est alors une double 

somme sur la formule ὪὫύ. 

Pour obtenir la partie enti¯re dôune valeur r®elle positive ou négative, la fonction suivante est 

utilisée : 

ὪὖὩὼ
ὧὩὭὰὼȟ ὼ π
Ὢὰέέὶὼȟ ὼ π

 

- la fonction ὧὩὭὰὼ fournit lôentier sup®rieur 

- la fonction Ὢὰέέὶὼ fournit lôentier inférieur. 

Par exemple : ὪὖὩτȟσυ τ, et ὪὖὩτȟσυ τ. 

Le graphique ci-dessous montre les calculs à réaliser pour dénombrer les NINP pour un 

nombre impair de 195, c'est à dire dans l'intervalle [0 ; 195]. Les valeurs de kmax et jmax 

correspondant à cette valeur Ni=195 sont: Ὧ ωφ et Ὦ = 5. Les flèches correspondent à 

un calcul permettant la recherche des points communs entre la s®quence dôorigine d'o½ part la 

flèche et les séquences précédentes.  
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Ces calculs sont réalisés pour toutes les valeurs de « Ὦ » dont la valeur de la période est un 

nombre premier.  

Les valeurs de « Ὦ »  dont la valeur de la période ςz Ὦ σ est un nombre composé sont 

marqu®es dôune croix car le calcul nôest pas effectu®. Autrement dit, les croix sur le graphique 

correspondent à ὪὝὮὮ π.
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Figure 2 : Ce graphique montre les calculs qui ont été effectués pour obtenir le nombre de points NINP entre j=0 et jmax=5. Chaque flèche représente un 

calcul à effectuer. Tous les calculs à réaliser sont représentés.  

Le graphique ci-dessous indique les valeurs du facteur ἮἢἩἪἺȟἶ pour les séquences « ▒ » dont les points communs avec ▒  sont recherchés.  
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Figure 3 : Ce graphique montre les calculs qui ont été effectués pour obtenir le nombre de points NINP pour j=5. Chaque flèche représente un calcul à effectuer. 

Le graphique ci-dessus indique la manière dont sont comptabilisés les points correspondants à la séquence  j=5. 

1- On comptabilise le nombre de points entre 0 et Ὧάὥὼ pour la séquence  Ὦ υ dôo½ le facteur ὔὦυ ȠωφȢ 

2- On commence par enlever les points communs avec la séquence  Ὦ π, autrement dit les points multiples de 3 dôo½ le facteur -1/3. 

3- Puis, de la même manière, on enlève les points communs avec la séquence  Ὦ ρ dôo½ le facteur -1/5. Mais il faut ajouter les points communs 

avec j=0 que lôon a enlevé avec la séquence précédente dôo½ le facteur  ᶻ
ᶻ

 . 

4- Ainsi de suite é
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Le nombre de calculs augmente exponentiellement avec le nombre « Ὦ », mais la plupart de 

ces calculs sont non pertinents comme expliqué dans le prochain paragraphe. 

4.2- Exemple : détermination du nombre de NINP dans ÌȭÉÎÔÅÒÖÁÌÌÅ [0  ; 195]  

Lôobjectif de cet exemple est de montrer lôensemble des calculs ¨ r®aliser pour d®terminer le 

nombre de nombre impair non premier (NINP) contenu dans un intervalle π Ƞ ὔ , ainsi que 

lôorganisation et la structure de ces calculs.  

L'exemple de dénombrement des NINP porte sur la valeur de ὔ égale à ρωυ. L'ensemble des 

points NINP dans lôintervalle π Ƞ ρωυ est comptabilis®. Les valeurs des bornes sur lôaxe Ὧ et 

lôaxe Ὦ, dans lôespace W, pour N=195 sont alors les suivantes:  

Ὧ ὪὖὩ
ὔ σ

ς
ωφ 

Ὦ ὪὖὩ
Ѝὔ σ

ς
υ 

Le calcul porte donc sur les séquences « j è comprises dans lôintervalle [0 ; 5]. Les points ¨ 

prendre en compte pour chaque séquence « j è sont compris dans lôintervalle [0 ; 96]. 

Pour chaque séquence « j », les points obtenus sont donnés par la formule ὛάὴὮ. Pour 

toutes les séquences dans l'intervalle π Ƞ Ὦάὥὼ, le dénombrement des NINP est la somme 

des points de chaque séquence « j ». Cette somme correspond à la formule ὊὋὡὔ  suivante: 

ὊὋὡὔ ὛάὴὮ 

Note : La fonction de primalité ὪὝὮὮ indique la primalité de la période des séquences « j ». 

La p®riode dôune s®quence ç j » correspond à un nombre premier si et seulement si 

 ὪὝὮὮ ρ . 

1- Première séquence : j=0  

Le calcul des NINP de la première séquence est limité au terme ὔὦὮȟὯάὥὼ. En effet, il 

nôexiste pas de s®quences pr®c®dentes. Il nôexiste alors pas de points communs à retirer. 

Ὓάὴπ  ὔὦὮȟὯάὥὼὔὦπȟωφ σσ  

 

Ce résultat est pris en compte car ὪὝὮπ ρ.  

2- Deuxième séquence : j=1  
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Le premier terme donne le nombre de points de la séquence. Dôo½ le r®sultat suivant : 

ὔὦὮȟὯάὥὼὔὦρȟωφ ςπ 

Le deuxi¯me terme fourni le nombre de points communs avec la s®quence pr®c®dente. Dôo½ le 

résultat suivant : 

ὪὫύὴὯάὥὼȟὮȟὴ ὪὫύὴωφȟρȟπ
ρ

σ
ὃzάύωφȟρȟὝὥὦὺὭὨὩȟπ ρ 

Le paramètre Ὕὥὦ  correspond au tableau passé à la fonction qui contient la liste des 

séquences à prendre en compte dans le calcul. 

Ces points sont ¨ enlever afin de ne pas les comptabiliser deux fois dôo½ le signe n®gatif. 

Le nombre « -1 » ajout® ¨ la fin de la fonction est li® aux bornes dôun intervalle. Ce nombre 

est lié à l'ajout ou à la suppression des points, c'est à dire à un résultat positif ou négatif de la 

fonction. Le résultat étant ici négatif, on ajoute alors la valeur -1. Cependant cette valeur est 

ajoutée à la fonction si et seulement si la fonction ὃάύȣ  est non nulle. 

Ὓάὴρ  ὔὦρȟωφ ὪὫύὴωφȟρȟπ 

Note : Nous avons ὃάύωφȟρȟ ȟπ ὃάύὯάὥὼȟὮάȟ ȟὒὥίὸ. La formule comporte un 

quatrième paramètre nommé "Last". Ce paramètre correspond à la séquence ayant la valeur 

« j » la plus petite. Cette valeur est retirée du tableau pour être positionnée en dernier 

paramètre de la formule. Ce paramètre est ajouté pour améliorer la présentation des résultats. 

Il s'agit de la même formule que celle présentée au paragraphe précédent. En effet, La table 

4ÁÂÒÉ ne contient pas la liste complète des séquences « j ». La séquence ayant la valeur 

« j » la plus élevée correspond au paramètre « Ὦά ». La séquence ayant la valeur « j » la plus 

petite correspond au paramètre « Last ». Les autres valeurs des séquences sont dans la table 

Tab[r][i].  Cela permet de visualiser lô®volution des valeurs afin dôoptimiser les calculs lors de 

lôimpl®mentation informatique de la formule. 

Le calcul pour Ὦ ρ est pris en compte car ὪὝὮρ ρ. 

3- Troisième séquence : j=2  

Voici la liste des calculs à effectuer pour l'étude de cette troisième séquence: 

 

- (A) On calcule tout d'abord le nombre de points de la séquence j=2 

 

Puis on calcule l'ensemble des points communs entre la séquence j=2 et toutes les autres 

séquences j comprise entre 0 et 1. C'est à dire pour toutes les combinaisons des séquences j 

avec la séquence initiale j=2: 

- (B) On calcule le nombre de points communs entre la séquence j=2 et j=0 

- (C) On calcule le nombre de points communs entre la séquence j=2 et j=1 
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- (D) On calcule le nombre de points communs entre la séquence j=2, j=1 et j=0 

Le premier terme ὔὦὮȟὯάὥὼ donne le nombre de points de la séquence. Dôo½ le r®sultat 

suivant pour j=2: 

ὃ ὔὦὮȟὯάὥὼὔὦςȟωφ ρτ 

Le deuxième terme ὪὫύὴωφȟςȟπ fourni le nombre de points communs entre la séquence j=2 

et la s®quence j=0. Dôo½ le résultat suivant : 

ὄ ὪὫύὴὯάὥὼȟὮȟὴ ὪὫύὴωφȟςȟπ ὃzάύωφȟςȟ ȟπ   

avec   représentant un tableau vide 

Le troisième terme donne le nombre de points communs entre la séquence j=2 et les 

séquences  j=1 et j=1, j=2. 

ὅ ὪὫύὯάὥὼȟὮάȟὝὥὦ ȟὒὥίὸὪὫύωφȟςȟ ȟρ
ρ

υ
ὃzάύωφȟςȟ ȟρ  

Ce terme fourni aussi le nombre de points communs entre j=2, j=1 et j=0. En effet, ces points 

font partie des deux termes précédents. Ils ont été enlevés deux fois. Il est donc nécessaire de 

les ajouter. Le résultat est donc comme attendu positif. 

Ὀ ὪὫύωφȟςȟρȟπ
ρ

σz υ
ὃzάύωφȟςȟρ ȟπ  

Dôo½ le r®sultat suivant : 

 ὛάὴὮ  ὔὦὮȟὯάὥὼὪὫύὴὯάὥὼȟὮȟὴ ὪὫύὯάὥὼȟὮȟ ȟὴ 

Ὓάὴς ὃ ὄ ὅ Ὀ  

Dôo½ 

Ὓάὴς  ὔὦςȟωφ
ρ

σ
ὃzάύωφȟςȟ ȟπ

ρ

υ
ὃzάύωφȟςȟ ȟρ

ρ

σz υ
ὃzάύωφȟςȟρ ȟπ  

La fonction ὖύὯάὥὼȟὮάȟὝὥὦ ȟπ correspond aux termes suivants : 

ὖύωφȟςȟὝὥὦρȟὰὭίὸȟπ
ρ

σ
ὃzάύωφȟςȟὰὭίὸȟπ

ρ

υ
ὃzάύωφȟςȟὰὭίὸȟρ

ρ

σz υ
ὃzάύωφȟςȟρ ȟπ  

Dôo½ de mani¯re g®n®rique 

ὖύὯάὥὼȟὮάȟὝὥὦρȟὰὭίὸὩȟπ
 ὪὫύὴὯάὥὼȟὮάȟὴ ὪὫύὯάὥὼȟὮάȟὝὥὦ ὰὭίὸὩȟρ ὪὫύὯάὥὼȟὮάȟὝὥὦ ρȟὰὭίὸὩȟπ 
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Le paramètre « ὰὭίὸὩ » correspond à la liste des séquences « j », autre que [0,1], à prendre en 

compte dans le calcul. 

Cette fonction se retrouve dans le calcul de toutes les s®quences suivantes. Il sôagit dôun motif 

récurrent. 

Le résultat de ce calcul est pris en compte car ὪὝὮς ρ. 

4- Quatrième séquence : j=3  

Le calcul nôest pas nécessaire car la valeur de la p®riode de cette s®quence nôest pas un 

nombre premier. Le facteur ὪὝὮσ est ®gal ¨ z®ro. Dôo½ : 

Ὓάὴσ ὪzὝὮσ π 

Le facteur ὪὝὮὮ, d®terminant la primalit® de la valeur de la p®riode dôune s®quence ç j », est 

calculé avant le facteur ὛάὴὮ afin dô®viter des calculs inutiles lors de lôimpl®mentation 

informatique de la formule. 
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5- Cinquième séquence : j=4  

Le facteur de primalité ὪὝὮὮ est présenté dans le calcul ci-dessous afin de visualiser la simplification des calculs quand ὪὝὮὮ π.  

 

Les facteurs de primalité sont égaux à un, sauf pour j=3 car ὪὝὮσ π. Les calculs possédant ce facteur multiplicatif ὪὝὮσ peuvent donc être 

ignorés. 

Lôintroduction du motif ὖύȣ  dans la formule permet de simplifier son écriture.  

Dôo½ le r®sultat suivant : 

Ὓάὴτ ὔὦτȟωφ ὖύὯάὥὼȟὮάὥὼȟὝὥὦ ȟπ  

                                    ὪzὝὮςᶻὃύάὯάὥὼȟτȟὝὥὦ ȟς ὖύὯάὥὼȟτȟὝὥὦρȟςȟπ 

Note : Les nombres « +1 » et « -1 » provenant des bornes des intervalles sont liés au signe du résultat. Ils ne sont pas présentés dans le résultat  

mais ils font partie intégrante de la fonction ὛάὴὮ. Ils sont dépendants de la fonction ὃάύȣ  comme expliqué précédemment (Cf. 

paragraphe 4.1). 

2
ième

  terme 

3
ième

  terme 

ở

Ở
ờ

ὪὫύȣ

ὶάὥὼὅ
Ὥ

ὴ

Ợ

ỡ
Ỡ

 

 

ȣ  

 

ὔὦὮȟὯάὥὼ 

 

ὪὫύὴȣ ὪzὝὮὴ 

1
er
  terme 
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 6- Sixième et dernière séquence : j=5  

Les calculs sont représentés ci-dessous. 

  

                                     

                                                                   

                                                                                                         

                                                                  

                                                      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Dôo½ le r®sultat suivant en simplifiant avec le motif ὖύȣ  et en ne prenant en compte que les facteurs de primalité  ὪὝὮὮ différents de zéro. 

Ὓάὴυ ὔὦυȟωφ ὖύὯάὥὼȟὮάȟὝὥὦ ȟπ  

                                       ὪzὝὮςᶻὃάύὯάὥὼȟυȟὝὥὦ ȟς ὖύὯάὥὼȟυȟρȟςȟπ                                  

                                                         ὪzὝὮτᶻὃάύὯάὥὼȟυȟὝὥὦ ȟτ ὖύὯάὥὼȟυȟὝὥὦρȟτȟπ ὪzὝὮςᶻὃάύὯάὥὼȟυȟὝὥὦ τȟς ὖύὯάὥὼȟυȟὝὥὦρȟςȟτȟπ                                  

2
ième

  terme 

3
ième

  terme 

ở

Ở
ờ

ὪὫύȣ

ὶάὥὼὅ
Ὥ

ὴ

Ợ

ỡ
Ỡ

 

 

ȣ  

 

ὔὦὮȟὯάὥὼ 

 

ὪὫύὴȣ ὪzὝὮὴ 

1
er
  terme 
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Ce tableau synthétise le calcul donné précédemment. Il présente le calcul de la formule  Б Æ4ÁÂÒȟÎ  pour la séquence j=5. Cette formule fournit 

les facteurs multiplicatifs permettant dôobtenir le nombre de points communs à enlever ou à ajouter en fonction du signe résultant de la 

multiplication des différents facteurs de la formule. 

 ἚἪἲȟἳἵἩὀ 

Ὧ ωφ 

ἮἯἿἸ▓□╪●ȟἲȟȟἸ  
ρ

ςz ὴ σ
ὃzύάȣ  

ὴ Ὦ ρ 

  

ở

Ở
ờ

█▌◌▓□╪●ȟ▒ȟ╣╪╫ȢȢ► ȢȢ░ȟ░

►□╪●╒
░
▬

►

Ợ

ỡ
Ỡ

▬

░

 

█▌◌ȣ ἮἢἩἪἺȟἶ zἮἢἲἢἩἪἺἶ

░

▪

═z◌□ȣ  

 ὪὝὮὝὥὦὶὲ
ρȟὭίὖὶὭάὩςz Ὕὥὦὶὲ σ Ὡίὸ ὺὶὥὭ
πȟὭίὖὶὭάὩςz Ὕὥὦὶὲ σ Ὡίὸ Ὢὥόὼ

 

ὶ ὅ
Ὥ

ὴ
 avec ὅ

Ὥ
ὴ

= nombre de combinaisons de i éléments dans p éléments. On pose ὅ
ὲ
ὲ

ρ ᶅὲ. 

Ce tableau fournit les 

valeurs de la 

formule suivante 

Æ4ÁÂÒȟÎ  

 Ὦ υ ▬     valeur 
ᶻ

 Ὥ ρ  Ὥ ς   Ὥ σ   Ὥ τ   Ὥάὥὼὴ  avec imaxÓ1 

  

  

d'où le 

nombre de 

points pour 

j=5 est égal 

à   

.ÂυȟὯ  

 

  

(j=5 

0  ρ

σ
 

          

1  ρ

υ
 

  

  

  

ὶ ὅ
ρ

ρ
ρ  

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ   

 ᶻ  

Pour   r = 1  

Tab[1] [0]  = 1   

Tab[1] [1]  = 0  

      

Æ4ÁÂÒȟÎ

ρ

ςz Ὕὥὦὶὲ σ
  

correspond au facteur 

multiplicatif permettant 

d'avoir le nombre de points 

identiques à enlever ou à 

ajouter en fonction du signe 

résultant de la multiplication 

des différents facteurs.  

2  ρ

χ
 

ὶ ὅ
ρ

ς
ς  ὶ ὅ

ς

ς
ρ  
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correspond 

à Ὦ dans 

notre 

exemple)  

 
Pour   r = 1  

Tab[1] [0]  = 2   

Tab[1] [1]  = 0   

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ   

 ᶻ  

Pour   r = 2  

Tab[2] [0]  = 2   

Tab[2] [1]  = 1   

Æ4ÁÂÒ ςȟÎ   

 ᶻ  

Æ4ÁÂÒȟÎ 
ρ

χ
ᶻ

ρ

υ
ᶻ

ρ

σ
  

 Pour     r = 1   

Tab[1] [0]  = 2  dôo½ 

    ὪὝὥὦρȟπ
Ὕzὥὦρπ 

 

Tab[1] [1]  = 1    dôo½ 

    ὪὝὥὦρȟρ
Ὕzὥὦρρ 

 

 Tab[1] [2]  = 0     dôo½ 

    ὪὝὥὦρȟς
Ὕzὥὦρπ 

  

  

  

3  ρ

ω
 

  

  

ὶ ὅ
ρ

σ
σ  

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ   

ᶻ   

Æ4ÁÂÒ ςȟÎ  

ᶻ   

ὶ ὅ
ς

σ
σ  

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ 
ρ

ω
ᶻ

ρ

υ
ᶻ

ρ

σ
  

Æ4ÁÂÒ ςȟÎ 
ρ

ω
ᶻ

ρ

χ
ᶻ

ρ

σ
  

Æ4ÁÂÒ σȟÎ 
ρ

ω
ᶻ

ρ

χ
ᶻ

ρ

υ
  

 

ὶ ὅ
σ

σ
ρ  

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ 
ρ

ω
ᶻ

ρ

χ
ᶻ

ρ

υ
ᶻ

ρ

σ
  

Ajout du facteur de primalité : 

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ Ἦzἢἲ4ÁÂÒÎ    

ρ

ω
ᶻ ᶻ

ρ

χ
ᶻ ᶻ

ρ

υ
ᶻ ᶻ

ρ

σ
ᶻ  

 

  Ce cas n'est pas calculé, car la 

période ςz Ὦ σ ω de la 

séquence j=3 n'est pas un 

nombre premier.  

Dôo½ ὪὝὮσ π 
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Æ4ÁÂÒ σȟÎ   

ᶻ   

ὪὝὮὝὥὦρσ ὪὝὮσ
ὭίὖὶὭάὩςz σ σ
ὭίὖὶὭάὩω Ὢὥόὼ  

4   
ρ

ρρ
 

 

  

  

  

  

  

  

  

ὶ ὅ
ρ

τ
τ  

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ   

ᶻ   

Æ4ÁÂÒ ςȟÎ  

ᶻ   

Æ4ÁÂÒ σȟÎ   

ᶻ   

Æ4ÁÂÒ τȟÎ   

ᶻ   

ὶ ὅ
ς

τ
φ  

 

Æ4ÁÂρȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

υ
ᶻ

ρ

σ
  

Æ4ÁÂςȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

χ
ᶻ

ρ

υ
  

Æ4ÁÂσȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

ω
ᶻ

ρ

σ
  

Æ4ÁÂτȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

ω
ᶻ

ρ

υ
  

Æ4ÁÂυȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

ω
ᶻ

ρ

υ
  

Æ4ÁÂφȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

ω
ᶻ

ρ

χ
  

ὶ ὅ
σ

τ
τ  

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

χ
ᶻ

ρ

υ
ᶻ

ρ

σ
  

Æ4ÁÂÒ ςȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

ω
ᶻ

ρ

υ
ᶻ

ρ

σ
  

Æ4ÁÂÒ σȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

ω
ᶻ

ρ

χ
ᶻ

ρ

σ
  

Æ4ÁÂÒ τȟÎ 
ρ

ρρ
ᶻ

ρ

ω
ᶻ

ρ

χ
ᶻ

ρ

υ
  

Note: La formule de primalité Ἦἢἲσ  

donc seul le premier calcul est pris en 

compte pour r=1. 

Cependant, la multiplication des 

périodes ρρzχz υz σ est supérieure 

à la valeur Ὧ , donc ce calcul nôest 

pas pris en compte. 

ὶ ὅ
τ

τ
ρ  

Æ4ÁÂÒ ρȟÎ   

ρ

ρρ
ᶻ

ρ

ω
ᶻ

ρ

χ

ᶻ
ρ

υ
ᶻ

ρ

σ
 

  

Attention: on a un tableau à 2 

entrées:  Tab[1..rmax][0..i]  

avec ὶ = ὅ
Ὥ
ὲ

   

Remarque: Tous les éléments 

de Б Æ4ÁÂÒȟÎ dans 

lesquels il y a  la valeur , 

ne seront pas comptabilisées.   

En effet, le facteur ὪὝὮσest 

égal à zéro.  

Cette séquence de points j=3 

est un sous-ensemble de la 

séquence de points j=0 car la 

période de j=3 est de 9 ce qui 

est divisible par la période de 

j=0 qui est égale à 3.  

Ὦ τ...etc.  ▬            valeur  Ὥ ρ  Ὥ ς   Ὥ σ     on continue jusqu'à j=0.  

Tableau 4 : Tableau de synthèse expliquant la formule ἮἢἩἪἺȟἶ pour le calcul du nombre de nombres premiers entre 0 et 195 pour la séquence j=5 

Ce tableau montre que le nombre de calculs augmentent de mani¯re exponentielle avec lôaugmentation de la valeur du paramètre « ὴ ». En effet, 

la valeur du paramètre « Ὥ » est équivalente à celle du paramètre « ὴ ».  
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Cependant, le terme ὃύάȣ  permet de limiter le nombre de calcul à réaliser avec le 

paramètre « Ὥ ». Le nombre de facteur multiplicatif, autrement dit le nombre de période à 

prendre en compte, est lié à ce paramètre. Pour Ὥ ρ, deux séquences et donc deux périodes 

interviennent dans le calcul. Pour Ὥ ά, le nombre de séquence à prendre en compte est égal 

à ά ρ. La valeur du terme ὃύάȣ  est nulle si la multiplication des périodes, fournie par 

le terme ὅὴύȣ , donne une valeur supérieure à la valeur Ὧ . La multiplication de 

nombres entiers génère une valeur qui augmente comme une fonction factorielle ce qui limite 

de manière importante le nombre de calculs liés au paramètre « Ὥ ». 

4.3- Formule  FGW(N) et formule  ʌɉ.Ɋ  

La formule FGW(N) (
2
)  donne le nombre de NINP dans lôintervalle [0..N].  

Dans l'espace W, le premier nombre impair étudié est le nombre « 3 ». Dans l'espace N, le 

premier nombre impair est le nombre « 1 ». Donc, dans l'espace N, la formule ὊὋὡὔ  est 

augmentée de la valeur "1" pour comptabiliser le nombre impair « 1 » qui ne correspond ni à 

un nombre composé, ni à un nombre premier. 

ὊὋὡὔ ρ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ὔὦὮȟὯάὥὼ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ở

Ở
ờ
ὪὫύὴȣ

ở

Ở
ờ

ὪὫύȣ

ὶάὥὼὅ
Ὥ

ὴ

Ợ

ỡ
Ỡ

Ợ

ỡ
Ỡ
ὪzὝὮὴ

Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ὪzὝὮὮ 

  

1- Paramètres de la formule:  

N : valeur maximum de lôintervalle dans lequel on souhaite connaître le nombre de NINP. 

ὶάὥὼὅ
Ὥ
ὴ

Ȧ

ȦzȦ
 : Il s'agit de l'ensemble des combinaisons entre les séquences « ὴ ».  

kmax: valeur de ὔ dans l'espace W. Ὧάὥὼὔ  . 

jmax:  valeur maximum pour laquelle les calculs sont effectués. Cette valeur est lôindex de la 

racine carrée du nombre ὔ dans l'espace W: Ὦάὥὼὔ
Ѝ

 . 

Tab[r][ i] : Ce tableau contient les valeurs des séquences « j » pour lesquelles on doit obtenir 

lô®l®ment commun le plus petit PCPP0. Ce calcul est réalisé par la fonction ὅὴύȣ Ȣ 

r : corresponds à l'indice maximum de la première colonne dans le tableau ὝὥὦὶὭ.  

La fonction Æ4ÊÊ  correspond à un test de primalité. Si la valeur ςz Ê σ  correspond à un 

nombre premier, alors la fonction renvoie la valeur « 1 », sinon elle renvoie la valeur « 0 ». 

                                                 
2
 FGW() : François et Geneviève WOLF 
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ὪὝὮὮ
ρȟ ὭίὖὶὭάὩςz Ὦ σ Ὡίὸ ὺὶὥὭ

πȟ ὭίὖὶὭάὩςz Ὦ σ Ὡίὸ Ὢὥόὼ
 

Æ0Å : fonction donnant la partie enti¯re dôun nombre. Dans les formules, cette fonction est 

représentée par des crochets []. 

2- Définition des trois fonctions qui composent la formule ╕╖╦╝ . 

a- Le terme ÆÇ×ËÍÁØȟÊȟ4ÁÂÒÉ donne le nombre de points communs entre plusieurs 

séquences « j ». Ces séquences sont données dans le tableau Tab[r][i]. Pour une valeur 

« r » donnée, on cherche le nombre de points communs entre les séquences fournies dans 

le tableau Tab[r][m] pour m compris dans lôintervalle [0 ; i]. 

ὪὫύὯάὥὼȟὮȟὝὥὦὶὭ
ρ

ςz Ὕὥὦὶὲ σ
ὪzὝὮὝὥὦὶὲ ὃzάύὯάὥὼȟὮȟὝὥὦὶὭ ρ 

Lorsque ÆÇ×Ὧ ȟÊȟ4ÁÂÒÉ est négatif, on soustrait la valeur « 1 » sinon on ajoute la 

valeur « 1 ». Cet ajustement est lié aux bornes d'un intervalle. Le nombre de points est 

sup®rieur dôune unit® par rapport aux nombre dôintervalles. Le calcul de la fonction donne le 

nombre dôintervalle. Donc en fonction du signe de la fonction, on soustrait ou on ajoute le 

point manquant. 

ὃάύὯάὥὼȟὮȟὝὥὦὶὭ
ȟ

ᶻ
      

La fonction ὅὴύȣ  fournit le point commun le plus petit PCPP0 entre les séquences 

données dans le tableau Ὕὥὦὶά  pour une valeur « ὶ » donnée et pour les valeurs « ά » 

comprises dans lôintervalle  π Ƞ Ὥ. 

ὅὴύὯάὥὼȟὝὥὦὶά
Б ςz Ὕὥὦὶά σ σ

ς
 

Si ὅὴύὯάὥὼȟὝὥὦὶά Ὧάὥὼ alors ὅὴύὯάὥὼȟὝὥὦὶά Ὧάὥὼ. Donc la 

fonction ὃάύȣ π. En effet, si la fonction #Ð×ȢȢȢ renvoie une valeur qui dépasse la 

valeur Ὧ , cela signifie qu'aucun point n'est à prendre en compte dans le calcul. 

Cela permet de limiter les calculs à effectuer. En effet, la fonction #Ð×ȢȢȢ croît avec le 

nombre de séquences passé en paramètre, mais aussi avec la valeur « j » des séquences. 

Donc, dès que #Ð×ȢȢȢ   dépasse la valeur Ὧ  pour une valeur « r » et « m » données, 

alors la fonction #Ð×ȢȢȢ continuera à être supérieur à Ὧ  quand la valeur « m » 

augmente. Le calcul sôarr°te et on continue avec la valeur ç r » suivante. 

b- Le terme ὪὫύὴὯάὥὼȟὮȟὴ donne le nombre de points communs entre les séquences  « j » 

et  « p ». Ces points sont ̈  retirer du calcul dôo½ le r®sultat n®gatif attendu. 
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ὪὫύὴὯάὥὼȟὮȟὴ
ρ

ςz ὴ σ
ὃzάύὯάὥὼȟὮȟὴ ρ 

La fonction ÆÇ×ÐὯάὥὼȟὮȟὴ est négative. On soustrait donc à cette fonction la valeur « 1 ». 

c- Le terme ὔὦὮȟὯάὥὼ donne le nombre de points générés par la séquence « j » dans 

lôintervalle 0 et kmax. 

ὔὦὮȟὯάὥὼρ
ὯάὥὼὮ ςz Ὦ σ

ςz Ὦ σ
 

La valeur « +1 » est ajouté comme expliqué précédemment. Cet ajout est lié à la valeur du 

calcul suivant  Ὧάὥὼ Ὦ ςz Ὦ σ. Le nombre « 1 » est ajouté au résultat seulement si 

le calcul suivant  ὯάὥὼὮ ςz Ὦ σ  est supérieur à zéro.  

Note : La séquence « Ὦ » est définie par la formule « Ὦ ςz Ὦ σ ὲz ». Les points obtenus 

avec ὲ π ne sont pas comptabilisés. 

Remarque: Le nombre de sommes à calculer génère un temps de calcul important du fait de 

leur nombre élevé. Cependant, il est possible de réduire leur nombre de manière importante.  

En effet, si Ὧάὥὼὅὴύ π  alors on arrête le calcul des sommes suivantes. La fonction 

#Ð×ȣ  croît comme une fonction factorielle. La fonction ὅὴύȣ   peut donc rapidement 

dépasser la valeur Ë . Il y a donc un nombre de sommes à calculer très inférieur à celui 

théorique donnée par la formule. 

Pour avoir la formule finale, c'est à dire avoir le nombre de nombres premiers “ὲ, il faut, 

pour un nombre N donné, retirer les nombres pairs, puis soustraire les NINP et enfin ajouter la 

valeur « 1 » qui correspond au seul nombre premier pair dont la valeur est « 2 ».  

Ἒ  Ἒ  ἶἷἵἪἺἭ ἬἭ ἶἷἵἪἺἭἻ ἸἩἱἺἻ  ἴἭ ἶἷἵἪἺἭ ἸἩἱἺ ἸἺἭἵἱἭἺ   ἴἭ ἶἷἵἪἺἭ ἬἭ ἚἓἚἜ   

Ἒ  Ἒ
╝

╕╖╦╝  

Comment obtenir le nombre de nombres premiers dans un intervalle ╝□░▪ ȟ╝□╪● ? 

La formule ci-dessus donne le nombre de nombres premiers entre 0 et ὔ. Si lôon souhaite 

limiter les calculs en ®vitant dôutiliser deux fois la formule “ὔάὥὼ“ὔάὥὼ, les 

fonctions ὪὫύȣ  et ὪὫύὴȣ  doivent être modifiées. Les fonctions doivent prendre en 

compte la valeur limite de calcul ὯάὭὲ pour la borne minimum de lôintervalle ç ὔάὭὲ ». Cela 

permet ainsi dôobtenir le nombre de nombres premiers entre deux valeurs entières positives 

ὔάὭὲ Ƞ ὔάὥὼ en évitant de réaliser deux fois les calculs des facteurs Æ4ÁÂÒȟÎ  ainsi que 

ceux concernant les tests de primalité des séquences « Ὦ » avec la formule Æ4ÊÊ.  

Ces modifications sont algorithmiques et ne font pas parties de lôobjet de cette ®tude. 
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Conclusion : La formule du dénombrement des nombres premiers Ἒ  est obtenue ¨ lôaide 

de la formule de dénombrement des nombres composés. Cette formule théorique est 

expliqu®e et d®montr®e ¨ lôaide des ®l®ments structurants que sont le sch®ma de base et les 

unit®s de base de lôespace W. 

Lôimpl®mentation informatique de cette formule permet de faire le lien entre la théorie et la 

pratique. 

 

 5- Calcul s numérique s 

Nous avons déterminé une formule nous permettant de connaître de manière exacte les NINP 

entre deux entiers positifs quelconques qui appartiennent à l'ensemble des entiers naturels N.  

Un logiciel a été réalisé pour étudier les performances de cette formule. 

Le composant mathématique (DLL) a été réalisé avec le logiciel Microsoft « Visual Studio 

2012 è. Le langage qui a servi ¨ impl®menter lôalgorithme est le langage C/C++. Lôinterface 

graphique a été réalisée avec le logiciel PcSoft « Windev 20 ». 

Les ordinateurs cibles concernent des machines x86/x64 et le syst¯me dôexploitation 

Windows XP et versions sup®rieures. Lôalgorithme a ®t® impl®ment® en utilisant les entiers 

systèmes 32/64 bits. Cependant, il a aussi été implémenté avec la bibliothèque des grands 

nombres GMP ¨ lôaide des composants MPIR et MPFR V2.0  

Les calculs ont ®t® r®alis®s ¨ lôaide de deux ordinateurs et avec un programme spécifique écrit 

en C/C++ : 

- un ordinateur portable LAPTOP avec les caractéristiques suivantes :  

V Processeurs : i5 M430 2.27 GHz  

V Mémoire : 8 Go  

V OS : Windows 7, 64 bits 

 

- une station de travail WORKSATION avec les caractéristiques suivantes :  

V Processeurs : i7 4790K 4 GHz 

V Mémoire : 16 Go DDR3 2400 MHz 

V Carte mère : ASUS Deluxe Z97 

V OS : Windows 8, 64 bits 

 

5.1 ɀ #ÁÌÃÕÌ ÄÅ ʌɉÎɊ : Calcul dans un intervalle ȢȢ╝  

- Algorithme utilisant les entiers systèmes 64 bits. 

Nous avons testé la formule pour les valeurs suivantes de « ὔ » : 

Note : Les calculs qui n'ont pas été réalisés sont notés par un tiret « - ». 
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N “ὔ  ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩs 

LAPTOP WORKSTATION 
1 thread 3 threads 1 thread 7 threads 

ρπ 5 761 455 125 78 47 0 

ρπ 50 847 534 1 045 530 406 110 

ρπ 455 052 511 9 406 4 415 3 750 953 

ρπ 4 118 054 813 85 535 40 623 34 375 8 437 

ρπ 37 607 912 018 781 222 365 323 314 781 77 969 

ρπ 346 065 536 839 7 220 725 3 446 077 3 020 281 707 672 

ρπ 3 204 941 750 802 - 32 246 966 - 6 510 422 

ρπ 29 844 570 422 669 - - - 62 441 219 

Tableau 5 : formule donnant la répartition exacte des nombres premiers en 64 bits 

Le temps de calcul suit une fonction exponentielle par rapport à la taille du nombre ὔ comme 

le montre la figure ci-dessous. Cette figure correspond à la configuration du LAPTOP avec 3 

threads. 

Nous avons représenté, Figure 4: logarithme du temps de calcul en milliseconde en fonction 

du logarithme du nombre N., sur lôaxe des abscisses le logarithme du nombre ὔ, et sur lôaxe 

des ordonnées le logarithme du temps de calcul. 

Lôajustement des points a fourni la formule suivante avec un coefficient de corrélation égale à 

0.999997. 

ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩίπȢπππππρρρψπψωχπςπυψχσωzȢρυ  

 

Figure 4: logarithme du temps de calcul en milliseconde en fonction du logarithme du nombre N. 

 

- Algorithme utilisant la bibliothèque des grands nombres GMP. 

Nous avons testé la formule pour les valeurs suivantes de « ὔ »: 

N “ὔ  ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩs 

LAPTOP WORKSTATION 
1 thread 3 threads 1 thread 7 threads 

ρπ 78 498 109 842 47 547 

ρπ 664 579 733 1 202 359 672 
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N “ὔ  ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩs 

LAPTOP WORKSTATION 
1 thread 3 threads 1 thread 7 threads 

ρπ 5 761 455 5 959 3 900 3 032 1 375 

ρπ 50 847 534 54 007 29 874 27 406 8 156 

ρπ 455 052 511 500 451 261 458 253 328 71 609 

ρπ 4 118 054 813 4 741 230 2 357 050 2 510 000 694 125 

ρπ 37 607 912 018 - 21 837 160 - 5 888 969 

Tableau 6 : formule donnant la répartition exacte des nombres premiers avec les grands 

nombres 

Nous avons pris en compte la configuration du LAPTOP avec 3 threads pour définir une 

formule déterminant le temps du calcul en fonction du paramètre ὔ. 

Lôajustement des points a fourni la formule suivante avec un coefficient de corrélation égale à 

0.9999991. 

ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩίπȢππππφςφσυπυσχςτσψπφωzȢρυ  

Avec la bibliothèque GMP des grands nombres, les performances sont environ 56 fois plus 

faibles. 

La durée de calcul est fonction du paramètre ὔ. Les temps de calculs temps(N) évolue de 

manière exponentielle en ὸὩάὴίὔ ὅ ὢz  avec L la taille du nombre ὔ et ὢ ωȢρυ. La 

constante C est fonction des performances de la machine et de la librairie utilisée (64 bits ou 

Grands nombres). 

5.2 ɀ #ÁÌÃÕÌ ÄÅ ʌɉÎɊ : Calcul dans un intervalle ╝□░▪ ȟ╝□╪● 

La formule “ὔ  a été optimisée pour calculer le nombre de nombres premiers dans un 

intervalle ὔάὭὲȟὔάὥὼ. Cette formule optimisée est nommée “ὔάὭὲȟὔάὥὼ. 

Nous allons vérifier la performance de cette formule optimisée “ὔάὭὲȟὔάὥὼ par rapport à 

la formule non optimisée “ὔάὥὼ“ὔάὭὲ. 

Lôalgorithme utilis® est celui avec les entiers syst¯mes 64 bits. 

Nous avons testé la formule pour les valeurs suivantes des bornes de lôintervalle 

ὔάὭὲȟὔάὥὼ : 

Nmin Nmax “ὔάὭὲȟὔάὥὼ ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩί 
LAPTOP 3 threads WORKSTATION 7 threads 

“ὔάὥὼ
“ὔάὭὲ 

“ὔάὭὲȟὔάὥὼ “ὔάὥὼ
“ὔάὭὲ 

“ὔάὭὲȟὔάὥὼ 

ψȢρπ ρπ 9 701 355 936 905 188 187 

ψȢρπ ρπ 87 268 857 8 658 8 034 1 828 1 734 

ψȢρπ ρπ 792 995 567 79 826 74 740 15 734 15 328 

ψȢρπ ρπ 7 266 528 491 685 140 674 688 143 610 140 859 

ψȢρπ ρπ 67 055 466 028 6 226 015 6 313 173 1 283 109 1 287 985 

Tableau 7 : formule du nombre de nombres premiers dans un intervalle 
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La formule optimis®e permet dô°tre plus performant en moyenne de 1.6%. Cependant ces 

r®sultats montrent que la formule optimis®e nôest pas la plus performante dans tous les cas de 

figures. 

 

Nous avons testé la formule pour les valeurs suivantes des bornes de lôintervalle 

ὔάὭὲȟὔάὥὼ : 

Nmin Nmax “ὔάὭὲȟὔάὥὼ ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩί 
LAPTOP 3 threads WORKSTATION 7 threads 

“ὔάὥὼ
“ὔάὭὲ 

“ὔάὭὲȟὔάὥὼ “ὔάὥὼ
“ὔάὭὲ 

“ὔάὭὲȟὔάὥὼ 

ωȢω ρπ ρπ 482 825 998 951 234 234 

ωȢω ρπ ρπ 4 343 734 8 986 8 362 2 032 1 984 

ωȢω ρπ ρπ 39 488 032 83 023 75 551 17 265 17 984 

ωȢω ρπ ρπ 361 977 421 738 041 681 007 155 969 161 875 

ωȢω ρπ ρπ 3 341 312 290 6 692 521 6 223 925 1 434 656 1 512 547 

Tableau 8: formule du nombre de nombres premiers dans un intervalle 

La formule optimis®e permet dô°tre plus performante en moyenne de 8.4% avec la 

configuration du LAPTOP. Cependant ces r®sultats montrent que la formule optimis®e nôest 

pas la plus performante avec la configuration de la WORKSTATION. 

 

Le calcul pour “ὔάὥὼ et le calcul pour “ὔάὭὲ conduit à réaliser des opérations 

identiques tels que la multiplication de nombres premiers. La formule optimisée permet de 

mutualiser ces calculs réduisant ainsi la durée du calcul global. Cependant, cette formule 

optimisée g®n¯re des calculs de contr¹le afin dôarr°ter le calcul lié à la borne minimum. Ces 

calculs augmentent la durée globale du calcul. 

 

Conclusion : La formule optimisée pour les intervalles nôest pas systématiquement la plus 

performante. Cela dépend de la valeur des bornes et de la configuration de lôordinateur tel que 

le nombre de threads. 

5.3 ɀ #ÁÌÃÕÌ ÄÕ ÒÁÎÇ ÄȭÕÎ ÎÏÍÂÒÅ ÐÒÅÍÉÅÒ : Quel est le nième nombre premier  ? 

La d®termination du rang dôun nombre premier a ®t® ®tudi®e ¨ lôaide dôun algorithme utilisant 

la méthode de dichotomie avec la formule “ὲ définie dans le paragraphe 4- Formule 

FGW(N) pour le dénombrement des nombres premiers ˊ(N) page 20. 

Les bornes de l'intervalle pour une recherche pour le n
ième

 nombre premier avec une méthode 

de dichotomie sont définies par : 

- Borne maximum [1] pour ὲ ρσ :  
 

ὲz ÌÎ ὲ  ὰὲὰὲὲ  ɀ ρ ρȢψz ÌÎÌÎὲ  Ⱦ ὰὲὲ  

- Borne minimum [2] pour ὲ ς:  
ὲz ÌÎ ὲ  ὰὲὰὲὲ  ɀ ρ  
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Lôalgorithme utilis® est celui avec les entiers syst¯mes 64 bits. 

 

Nous avons testé les performances de cet algorithme pour les valeurs suivantes de ὔ :  

 

Rang N nombre premier de rang 

N 
ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩί 

LAPTOP WORKSTATION 
1 thread 3 threads 1 thread 7 threads 

ρπ 15 485 863 530 312 234 62 

ρπ 179 424 673 5 912 3 011 2 422 625 

ρπ 2 038 074 743 66 222 32 386 26 578 7 000 

ρπ 22 801 763 489 761 160 361 938 303 344 76 844 

ρπ 252 097 800 623 8 269 051 4 057 290 3 382 718 901 266 

ρπ 2 760 727 302 517 - 43 416 700 - 8 944 906 

ρπ 29 996 224 275 833 - - - 94 813 359 

Tableau 9 : Temps pour calculer le rang dôun nombre premier 

 

Résumé 

Caractéristiques de la formule ὊὋὡὔ  : 

a- Avantages :  

- l'ensemble des calculs s'effectue ¨ lôaide de valeurs entières, 

- les calculs sont indépendants et peuvent être parallélisés et distribués, 

- lôoptimisation des calculs a permis de limiter le nombre dôop®rations arithm®tiques ¨ 

effectuer, 

- lôalgorithme ne n®cessite pas une ressource m®moire (RAM) importante de 

lôordinateur. La m®moire de lôordinateur nôest pas le facteur limitant du calcul. 

b- Inconvénients : 

- il est nécessaire de connaître ou de déterminer les nombres premiers inférieurs ou 

égaux à la racine carrée de ὔ pour optimiser le calcul, 

- il est nécessaire de réaliser des calculs pour chaque nombre premier compris dans 

lôintervalle [0 ; ãN], 

- la formule ne peut pas sôappliquer pour les grands nombres car le temps de calcul 

augmente exponentiellement avec la taille L du nombre N. Le temps de calcul est 

proportionnel à ωȢρυ. Le temps processeur est le facteur limitant du calcul. 

Conclusion : Nous avons déterminé une formule permettant de connaître de manière exacte la 

répartition des nombres premiers. Cependant, les temps de calculs augmentent de manière 

exponentielle avec la taille du nombre à étudier. Cela limite lôutilisation de cette formule pour 

lôacc¯s aux grands nombres. 
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La suite de lô®tude consiste ¨ d®finir une formule approximative de “ὔ  afin dôobtenir des 

temps de calcul plus performant. 

 6- Fonction approximative de ἶ  

La description de lôespace W est donné dans lôarticle «Nouvelle théorie des nombres impairs - 

8i¯me probl¯me dôHilbert » [3]. Afin d'appréhender au mieux la démonstration de la formule 

approximative de “ὔȟ la notion dôunit® de base, dans l'espace W, est introduite ci-dessous. 

6.1 ɀ$ïÔÅÒÍÉÎÁÔÉÏÎ ÄȭÕÎÅ ÕÎÉÔï ÄÅ ÂÁÓÅ ÁÕ ÓÅÉÎ ÄÅ ÌȭÅÓÐÁÃÅ W 

Pour chaque séquence « Ὦ », un point remarquable ὋὡὮ est défini. Les points remarquables 

sont décrits par la formule suivante : 

ὋὡὮ Ὦ ςz Ὦ σ ὲz ὥὺὩὧ ὲ Ὦ ρ    

D'où  

ὯὮȟὮ ρ ὋὡὮ Ὦ ςz Ὦ σᶻὮ ρ ςz Ὦ φz Ὦ σ  avec j Ó 0. 

Or dans l'espace N, un nombre impair ὔὭ s'écrit comme suit : ὔὭ  ς z Ὧ  σ 

D'où un point remarquable ὋὡὮ dans l'espace N s'écrit : 

ὔὭὋὡὮ   ς z ὋὡὮ  σ  τz Ὦ ρςzὮ ω ςz Ὦ σ  

 

Chacun des points ὋὡὮ correspond, dans lôespace N, au carré d'un nombre impair. La 

distance entre deux points remarquables consécutifs moins une unité est appelée unité de 

base :ἣἯἿἲ. 

Cette distance est obtenue par la formule suivante: ὟὫύὮ ςz ςz Ὦ σ ρ. 

Dôo½ :  5Ç×Ê  τz Ê  χ. 

Chaque unit® de base est constitu® dôun nombre de points ®gale ¨ la distance dôune unit® de 

base plus « 1 è, car le nombre de points qui constitue un nombre dôintervalle est toujours 

sup®rieur dôune unit® par rapport au nombre dôintervalle. Par exemple, dix points sont 

n®cessaire pour cr®er neuf intervalles dôune unit®. 

Dôo½ la formule suivante : ὔὦ Ὦ 5Ç×Ê ρ τz Ὦ ψ τz Ὦ ς. 

Le graphique ci-dessous représente les premiers points remarquables ainsi que les unités de 

base associées dans l'espace W. 
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Figure 5 : Représentation du schéma de base  « ▓▒ȟ▪ ▒ ▒z ▪z  » et de 

lôunit® de base Ugw(j). 

Cette unité de base permet de mesurer les propriétés des nombres premiers. La propriété 

étudiée concerne la densité des NINP définie comme le rapport 
ὔὍὔὖὮ

ὔὍὖὮ. 

Lô®volution moyenne des valeurs mesurées au sein des unités de base est stable. En effet, on 

observe une évolution moyenne qui suit une forme mathématique logarithmique. Cependant, 

localement les valeurs oscillent autour de la valeur moyenne.  

Afin dô®viter ces oscillations, il est nécessaire de définir une période propre. Cette période 

propre correspond à la multiplication des périodes des séquences « j » sous les conditions 

suivantes : 

- la valeur de la période ςz Ὦ σ  doit correspondre à un nombre premier 

- les séquences « j » sont inférieures ou égales à la séquence « Ὦ » de lôunit® de base 

5Ç×Ὦ  d'où  Ὦ Ὦ. 

Nous allons ®tudier lô®volution du nombre de nombre impair non premier (NINP) par rapport 

au nombre de nombre impair premier (NIP). La densité étudiée est alors le rapport suivant: 

NINP / NIP. 

6.2 ɀ Formule approximative de la répartition des nombres premiers  

Si l'unité de base ne possède plus de nombres premiers à partir d'un point ὋὡὮ, cela signifie 

que toute la dimension « Ὧ » est rempli à partir du point ὋὡὮ. En effet, une séquence « Ὦ » 

vient densifier lôaxe Ὧ sous condition que la période de la séquence soit un nombre premier. 

Si la densité des nombres impairs non premiers pour une séquence « Ê » donné est égale à 

Espace W 
▒ ▒z ▪z 
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100%, alors les valeurs suivantes de « Ὦ è nôaugmenteront pas cette densit®. Il nôy aura donc 

plus de nombres premiers au-delà de cette séquence « Ê ». 

Or cela n'est pas possible, car il a été prouvé par Euclide [4] qu'il existe une infinité de 

nombre premier. Il y a obligatoirement un ou plusieurs nombres premiers dans chacune des 

unités de base ὟὫύὮ comme démontré au Chapitre I [3].   

A lôaide dôun algorithme, fourni en annexe II et r®alis® avec lôoutil MAPLE, lô®volution des 

propriétés de la densité des nombres premiers est présentée ci-dessous.  

Etude numérique du taux de remplissage de la dimension « k ».  

Les formules suivantes permettent de calculer les points ὋὡὮ des unités de base ὟὫύὮ.  

Avec : 

ὋὡὮ ςz Ὦ ρ ρπὮ ρ ρρ   

5Ç×Ê  '7Ê ρ  '7Ê ρ  

Un algorithme a ®t® d®velopp® avec lôoutil MAPLE pour ®tudier lô®volution de la densit® des 

nombres impairs premiers (NIP) et des nombres impairs non premiers (NINP) ainsi que la 

densité des nombres impairs non premiers NINP/NIP. 

Les résultats sont présentés sous forme de graphiques. Ci-dessous, la Figure 6 représente 

l'évolution du nombre de NINP par unité de base ὟὫύὮ. La Figure 7 représente l'évolution 

de la densité du nombre de nombre impair composé par rapport au nombre de nombre impair 

premier dans une unité de base ὟὫύὮ : NINP / NIP. 

NOTE : Les mesures ne sont pas cumulatives. Les mesures sont réalisées au sein de chaque 

unité de base indépendamment les unes des autres.  
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* Résultats concernant l'évolution du nombre de nombres impairs 

non premiers (NINP) contenu dans les unités de base ὟὫύὮ   

Nous admettrons que le résultat suit l'équation d'une droite Ù Áz Ø  

Un ajustement (fittage) de courbe par la méthode des moindres carrés est réalisé.   

D'où le résultat : ὔέάὦὶὩ ὨὩ ὔὍὔὖ ὴὥὶ όὲὭὸï ὨὩ ὦὥίὩ ὟὫύὮ σȢφρzὮ 

Le coefficient de corrélation est égal à 0.99999 

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 6 : Courbe repr®sentant lô®volution du nombre de NINP dans chaque unit® de base Ugw(j) 

 

Le nombre de nombres impairs non premiers NINP dans une unité de base Ugw(j) peut être approximé par la relation suivante : ὔὦὲὭὲὴὮ

σȢφρzὮ. Dans lôintervalle [0 ; 20000], on observe deux changements de signe quand on étudie la différence entre le nombre réel de points NINP 

et la formule ὔὦὲὭὲὴὮ. 

L'évolution du graphique ci-dessous montre que le nombre de NINP augmentent plus rapidement que le nombre de NIP dans une unité de base. 

ZOOM 

Nombre de NINP 
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Les nombres impairs premiers se raréfient par rapport au nombre de nombres impairs non premiers (NINP) quand la valeur "j" tend vers lôinfini. 

Cependant, le nombre de points NIP augmente au sein des unités de base quand l'unité de base augmente, autrement dit quand la valeur "j" 

augmente. 

* Résultats de lô®volution du rapport nombre de nombre impair composé (NINP)/nombre de nombre impair premier (NIP) contenu dans les 

unités de base ὟὫύὮ. Ce rapport correspond à la densité des points NINP dans les unités de base. 

  

 

Figure 7 : Courbe repr®sentant lô®volution du rapport NINP/NIP en fonction de lôunit® de base ╤▌◌▒ quand « j  » augmente 

Le graphique montre une évolution logarithmique de la densité des NINP. La valeur mesur®e de la densit® oscille autour dôune moyenne, 

localement. Mais lô®volution globale de la densité suit une forme logarithmique. 

Cette oscillation de la valeur de la densité des NINP est expliquée au paragraphe 7- Période propre des nombres premiers. page 57

ZOOM 
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Analyse des résultats présentés sur les graphiques précédents : 

Cette analyse conduit au calcul approximatif du nombre de nombres impairs non premiers 

(NINP) puis du nombre de nombres premiers dans l'intervalle π Ƞ ὔὭ.  

Dans l'espace W, pour un nombre impair ὔὭ donné, nous connaissons les valeurs de Ὧάὥὼ et 

Ὦάὥὼ : 

ὯάὥὼὔὭ
ὔὭσ

ς
 

 

La valeur maximum pour les calculs sur lôaxe ç Ὦ » est: 

ὮάὥὼὔὭ
ЍὔὭσ

ς
 

 

La fonction suivante fournit la valeur du point remarquable GW(j): 

ὋὡὮ ςz Ὦ φz Ὦ σ avec j Ó 0. 

 

Le rapport entre le nombre de nombres impairs non premiers (NINPj) et le nombre de 

nombres impairs premiers pour une valeur de « Ὦ » donnée (NIPj) est représenté par une 

formule de type logarithmique : 

ÌÎ Ὦ ρ                           (Eq 1) 

On observe sur le graphique que les valeurs sont situées entre des fonctions de type 

logarithmique. Le paramètre « ὦ è poss¯de une valeur d®pendante de lôunit® de base ὟὫύὮ 

et donc dépendante de la valeur de j. La valeur de ce paramètre augmente quand la valeur de Ὦ 

augmente. La limite supérieure est 1, d'où Â ɴ π  Ƞ ρ avec ὦɴ ὩὲίὩάὦὰὩ ὨὩί ╡ïὩὰί. 

 

Le nombre de nombres impairs dans une unité de base en fonction de « ▒ » est donné par 

la formule suivante : 

ὔὦ Ὦ ὟὫύὮ ρ ὋὡὮ ρ ὋὡὮ ρ ρ 

avec 

ὔὍὔὖὔὍὖὔὦ Ὦ τz Ὦ ψ     et     ÌÎ Ὦ ρ  

 

D'où 
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ὔὍὖ
τz Ὦ ψ

ρ ÌÎ Ὦ ρ
 

ὦὮ est une fonction qui a pour limite « 1 » quand le paramètre « j è tend vers lôinfini. 

Dôo½ La limite suivante quand ç j è tend vers lôinfini : (La démonstration a été réalisée avec 

lôoutil MAPLE (Cf. ANNEXE III : Démonstration MAPLE pour lô®tude de la limite des 

NIP(j) lié à la formule approximative PI(n).page 74)) 

ÌÉÍ
ᴼ

ᴼ

τz Ὦ ψ

ρ ÌÎὮ ρ
Њ 

Dôo½ il existe une infinit® de nombres premiers. 

Dénombrement des nombres premiers dans l'intervalle  ȟ╝░. 

Le dénombrement des nombres premiers dans l'intervalle π Ƞ ὔὭ s'effectue par une addition 

des nombres premiers ὔὍὖὮ pour Ὦ appartenant à l'intervalle π Ƞ Ὦάὥὼρ avec le nombre 

de nombres premiers ὔὍὖ ὔὍὖὮ pour Ὦ Ὦάὥὼ. La détermination de cette dernière 

valeur ὔὍὖ  pour Ὦ Ὦάὥὼ est réalisée à partir d'une règle de trois. Le résultat est : 

ὔὍὖ
ὯάὥὼὔὭ ὋὡὮάὥὼὔὭ

ρ ÌÎὮάὥὼὔὭ ρ
 

Soit : 

ὔὍὖὔὭ
ὯάὥὼὔὭ ὋὡὮάὥὼὔὭ ρ

ρ ÌÎὮάὥὼὔὭ ρ

τz Ὦ ψ

ρ ÌÎὮ ρ
 

 

Cette formule ne tient pas compte des valeurs suivantes : 2, 3, 5, 7. Pour Ὦ π, ὋὡὮ 

correspond à la valeur Ὧ σ. La formule ne prend pas en compte les nombres Ὧ πȟρȟς qui 

correspondent respectivement aux nombres impairs premiers 3, 5, 7. De plus, le nombre pair 

premier "2" doit être aussi comptabilisé. Il faut alors ajouter ces 4 nombres premiers pour 

obtenir ainsi le nombre de nombres premiers (NNP) inf®rieur ou ®gal ¨ Ni. Dôo½ la 

formule suivante :  

ὔὔὖὔὭ  τ  ὔὍὖὔὭ 
 

Le paramètre « b è appartient ¨ lôensemble des r®els R. Il  suit une évolution logarithmique : 

ὰὲὰὲὮ ρ . 

Comment expliquer lô®volution de ce param¯tre ? 

Ce ph®nom¯ne est li® ¨ lôapparition des nombres premiers. Lorsquôun nombre premier 

ςz Ê σ appara´t sur lôaxe ç Ὦ », alors le nombre de nombres impairs non premiers 

augmente. La valeur de « b » augmente également car le rapport NINP/NIP augmente. 

Cependant, la rar®faction des nombres premiers rend lôaugmentation du paramètre « b » très 
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lente dôo½ une ®volution inversement proportionnelle à une fonction doublement 

logarithmique : 

 ρȾὰὲὰὲὮ ρ . 

Lô®quation Eq1 conduit à la relation suivante : 

ὦὮ
 

 
.  

Afin dô®viter les divisions par z®ro, nous obtenons la relation suivante :  ὦὮ
 

 
 

Nous avons représenté de manière approximative et empirique la fonction « b(j) » par la 

relation suivante : 

 

ὦὮ ρ
ρ

ρ ÌÎ ρ ÌÎὮ ρ
Ȣ ᶻ  

 

Un facteur complémentaire est nécessaire pour approximer au mieux lô®volution du nombre 

de nombres premiers. Ce facteur est lié à la borne maximum de lôintervalle ®tudi® π Ƞὔ , 

dôo½ la formule suivante : 

ὦὮȟὔ ρ
ρ

ρ ÌÎ ρ ÌÎὮ ρ
Ȣ ᶻ   

ᶻ
  

 

 

             

Avec  

 ὥ πȢπππχωρψςπωτπχρχψωυ , ὧ ρπȢσππχυχψτυχςυω et Ὠ ςȢψσχτρρπτψςψτωω. 

 

Il est difficile dôapproximer la valeur du param¯tre ç ὦὮȟὔ  » car la précision nécessaire des 

coefficients « ὥȟὧȟὨ » augmente avec la valeur du nombre « j è, et lô®volution exacte de ce 

paramètre ne peut pas être décrite par une formule qui décrit une évolution continue. Une 

formule décrivant une évolution discrète, et donc une évolution par seuil, est plus appropriée. 

Le paramètre « ὦὮȟὔ  » augmente avec « Ὦ » pour tendre vers 1. 

 

Comment évolue la valeur ╝╝╟▪ par rapport à la fonction ▪Ⱦἴἶ ▪ ? 

La courbe ci-dessous montre que le rapport entre ὔὔὖὲ et ὲȾÌÎ ὲ tend vers la valeur « 1 » 

quand « ὲ » tend vers lôinfini. Nous obtenons la conjecture suivante : 

ÌÉÍ
ᴼ

..0Î
ὲ
ÌÎ ὲ

ρ 
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Figure 8: Evolution du rapport entre la formule NNP(n) et n/ln(n) 

 

N ὔὔὖὔ
ὔ
ὰὲὔ

 

ρπ 1.0610422633 

ρπ 1.0536831760 

ρπ 1.0478129011 

ρπ 1.0430578960 

ρπ 1.0391471757 

ρπ 1.0358837743 

ρπ 1.0331242879 

ρπ 1.0307631966 

ρπ 1.0287217516 

ρπ 1.0269402722 

ρπ 1.0253728332 

ρπ 1.0239835810 

Utilisation de la bibliothèque des grands nombres (GMP) 

ρπ 1.0227441494 

ρπ 1.0216318220 

ρπ 1.0206282046 

ρπ 1.0197182525 

Tableau 10: Evolution du rapport entre la formule NNP(N) et la fonction N/ln(N) 

Les résultats numériques ci-dessus montre que le rapport entre ὔὔὖὲ et ὲȾÌÎ ὲ tend vers 

la valeur « 1 ». 

 

Le théorème des nombres premiers dit que la valeur de la fonction ὲȾÌÎ ὲ tend vers le 

nombre de nombres premiers “ὲ quand « ὲ è tend vers lôinfini. 

La formule ὔὔὖὲ fournie donc une valeur qui tend vers la valeur réelle du nombre de 

nombres premiers représenté par la fonction  “ὲ quand « ὲ è tend vers lôinfini. 

 

..0Î
ὲ
ÌÎ ὲ

 

Ὦ
Ѝὲ σ

ς
 

ὰὲὮ ὰὲ
Ѝὲ σ

ς
 Echelle 

logarithmique 
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Dôo½ le conjecture suivante : 

Conjecture 4.4 : Soit la formule suivante  pour obtenir le nombre de nombres premiers NNP 

dans lôintervalle π Ƞ ὲ : 

 ὔὔὖὲ  τ В
ᶻ

ȟ   avec π ὦὮȟὲ ρ et ὦὮȟὲ 

tend vers 1 quand « n è tend vers lôinfini avec ὦ ɴ ὩὲίὩάὦὰὩ ὨὩί ὙïὩὰί. 

Le paramètre « n è appartient ¨ lôensemble des entiers naturels N. Quand « n » tend vers 

lôinfini et ὦὮȟὲ tend vers « 1 », le nombre de nombres premiers donné par la formule 

ὔὔὖὲ tend vers “ὲ. 

ὰὭά
ᴼ
ȟᴼ

ở

ỞỞ
ờ “ὲ

τ В
τz Ὦ ς

ρ ὰὲὮ ρ ȟ▪ Ợ

ỡỡ
Ỡ

ρ 

avec “ὲ le nombre de nombres premiers inférieur ou égal à ὲ. 

Note : la fonction ὔὍὖ  nôest pas prise en compte, car elle devient négligeable quand « ὲ » 

tend vers lôinfini. 

 

Nous avons testé la formule ὔὔὖὲ pour les valeurs suivantes de « ὲ »:  

N ὔὔὖὔ  “ὔ  ὔὔὖὔ “ὔ  

ρπ 5 760 060 5 761 455 -1 395 

ρπ 50 845 421 50 847 534 -2 113 

ρπ 455 059 361 455 052 511 6 850 

ρπ 4 118 129 896 4 118 054 813 75 083 

ρπ 37 607 990 358 37 607 912 018 78 340 

ρπ 346 060 466 976 346 065 536 839 -5 069 863 

ρπ 3 204 858 409 828 3 204 941 750 802 -83 340 974 

ρπ 29 843 651 228 857 29 844 570 422 669 -919 193 812 

ρπ 279 230 112 581 709 279 238 341 033 925 -8 228 452 216 

ρπ 2 623 497 020 341 214 2 623 557 157 654 233 -60 137 313 019 

ρπ 24 739 653 520 444 541 24 739 954 287 740 860 -300 767 296 319 

ρπ 234 058 115 150 722 681 234 057 667 276 344 607 447 874 378 074 

Utilisation de la bibliothèque des grands nombres (GMP) 

ρπ 2 220 860 702 414 697 787 2 220 819 602 560 918 840 41 099 853 778 947 

ρπ 21 128 050 610 832 846 768 21 127 268 486 018 731 928 782 124 814 113 840 

ρπ 201 478 726 062 150 976 484 201 467 286 689 315 906 290 11 439 372 835 070 194 

ρπ 1 925 469 609 417 678 672 873 1 925 320 391 606 803 968 923 149 217 810 874 703 950 

 

Nous avons testé les performances de cet algorithme pour les valeurs suivantes avec un 

programme spécifique écrit en C/C++ : 
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N ὔὔὖὔ  ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩί 
LAPTOP WORKSTATION 

1 thread 3 threads 1 thread 7 threads 

ρπ 5 760 060 15 0 0 0 

ρπ 50 845 421 31 15 0 0 

ρπ 455 059 361 62 47 15 16 

ρπ 4 118 129 896 156 94 63 47 

ρπ 37 607 990 358 468 234 203 109 

ρπ 346 060 466 976 1 373 702 656 375 

ρπ 3 204 858 409 828 4 290 2 106 2 078 1 172 

ρπ 29 843 651 228 857 13 557 6 567 6 469 3 672 

ρπ 279 230 112 581 709 42 791 20 795 19 921 11 609 

ρπ 2 623 497 020 341 214 135 424 66 082 62 969 36 750 

ρπ 24 739 653 520 444 541 427 225 207 902 199 204 116 594 

ρπ 234 058 115 150 722 681 - 691 162 - 304 891 

Utilisation de la bibliothèque des grands nombres (GMP) 

ρπ 2 220 860 702 414 697 787 - 2 169 927 - 954 688 

ρπ 21 128 050 610 832 846 768 - 7 079 669 - 2 598 765 

ρπ 201 478 726 062 150 976 484 - - - 8 609 094 

ρπ 1 925 469 609 417 678 672 873 - - - 27 451 047 

Conclusion : La formule ὔὔὖὲ permet dôobtenir une pr®cision de 4 chiffres avec une 

précision de ρ sur le quatrième chiffre. Les temps de calculs progresse en fonction de la 

taille ὒ du nombre ὔ de manière exponentielle ; le temps de calcul est proportionnel à σ. 

Lôajustement des points, pour le test avec le LAPTOP avec 3 threads,  a fourni la formule 

suivante avec un coefficient de corrélation égale à 0.9996. 

ὸὩάὴί ὨὩ ὧὥὰὧόὰ Ὡὲ άὭὰὰὭίὩὧέὲὨὩίπȢπππφχπσσπωρπτφρψψφσz  

Lô®tude a montr® que le rapport entre les nombres compos®s (NINP) et les nombres premiers 

(NIP), au sein dôune unit® de base, fluctue de mani¯re oscillatoire dôune unité de base à une 

autre. Ces oscillations ne permettent pas dôobtenir des mesures stables pour d®crire de 

mani¯re exacte lô®volution du rapport entre les nombres NINP et NIP. 

Lôintroduction du concept de « période propre » permet lôobtention de mesures stables. 

7- Période  propre des nombres premiers.   

Définition : La p®riode propre se d®finie comme lôintervalle de mesure permettant lô®tude 

stable des propriétés des nombres premiers. La fréquence propre des nombres premiers se 

d®crit comme lôinverse de la p®riode propre des nombres premiers. La p®riode propre des 

nombres premiers est défini par la fonction  Ð Ê . La fréquence propre des nombres 

premiers est défini par la fonction Æ Ê .  

Postulat : Les valeurs de la densité des nombres impairs composés (NINP) nôoscillent pas 

autour dôune valeur moyenne si les mesures sôeffectuent au sein de la p®riode propre. Lô®tude 

de la densité des nombres premiers dans lôintervalle dôune p®riode propre fournit des valeurs 

stables. 
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La propriété étudiée se rapporte à la densité des nombres impairs non premiers (NINP). La 

densité des NINP est définie comme le rapport entre les NINP et les NIP. 

7.1 ɀDétermination de la période  propre des nombres premiers  

La mesure de la densité des NINP au sein des unités de base montre une variation de la valeur 

obtenue autour dôune valeur moyenne. La valeur mesur®e de la densit® oscille autour dôune 

valeur moyenne comme montré Figure 7 : Courbe repr®sentant lô®volution du rapport 

NINP/NIP en fonction de lôunit® de base ╤▌◌(▒ page 51. 

Pourquoi a-t-on des valeurs de densité qui oscillent autour dôune valeur moyenne entre les 

différentes unités de mesure 5Ç×Ê ?  

Chaque unité de base est reliée à une séquence « j ». Une séquence « j » génère un ensemble 

de points correspondant aux multiples impairs du nombre impair défini par la période de cette 

séquence égale à ς z Ê  σ. 

Deux cas de figure se présentent : 

- Si la période de la séquence « Ὦ ρ » correspond à un nombre composé, tous les 

nombres générés par cette séquence correspondront à des points générés par une ou 

plusieurs séquences précédentes.   

Hypothèse : La densité entre les nombres NINP et NIP au sein de lôunit® de base de la 

séquence « j » ne devrait donc pas être modifiée par rapport à la densité de la séquence 

précédente. En effet, aucun nouveau point NINP nôest cr®® avec cette nouvelle 

séquence de point. 

Or cette densité fluctue comme le montre la Figure 7 : Courbe repr®sentant lô®volution 

du rapport NINP/NIP en fonction de lôunit® de base ╤▌◌(▒ page 51. 

Cette fluctuation est due ¨ lôintervalle de mesure. Lôintervalle dôunit® de base dôune 

séquence « j+1 è est sup®rieur ¨ celui dôune s®quence ç j ». 

 

- Si la période de la séquence « Ὦ ρ » correspond à un nombre premier, une partie des 

nombres générés correspondent à de nouveaux points NINP. La densité des NINP 

change et augmente, car le nombre de NINP augmente plus fortement que le nombre 

de NIP comme observé Figure 6 : Courbe repr®sentant lô®volution du nombre de 

NINP dans chaque unité de base Ugw(j) page 50. 

Lôapproche classique pour la distribution des nombres premiers est de consid®rer que les 

nombres composés correspondent à des multiples des nombres premiers. Les nombres 

premiers génèrent les nombres composés. 

Lôapproche de la distribution des nombres premiers, dans cette ®tude, consiste ¨ consid®rer 

que les nombres premiers sont la règle. Les nombres sont tous des nombres premiers. Les 

nombres composés correspondent aux nombres générés par les séquences « Ὦ ».  Ces nombres 

composés viennent annihiler les nombres premiers. Les nombres composés génèrent les 

nombres premiers. 
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Les résultats montrent que la mesure de la densit® des NINP fluctue dôune s®quence ç Ὦ » à 

une séquence « Ὦ ρ ». 

Cette variation provient de lôintervalle pris pour mesurer la densit® des NINP. La densit® est 

mesur®e dans lôintervalle d®limit® par lôunit® de base ὟὫύὮ ρ. 

Le tableau suivant fournit le nombre de NINP dans les unités de base ὟὫύὮ pour les 

séquences de « Ὦ è comprises dans lôintervalle [0 ; 3]. Les séquences « Ὦ » génèrent des points 

NINP identiques. Ces points ne sont comptabilis®s quôune seule fois.  (Voir figure 4 page 48 

pour la détermination des NINP). 

Séquence « j » Intervalle de mesure sur lôaxe 

« k » 

Nombre de points 

constituant lôintervalle 

Nombre de NINP 

0 [3 ; 10] 8 3 

1 [11 ; 22] 12 6 

2 [23 ; 38] 16 9 

3 [39 ; 58] 20 12 

Tableau 11: Nombre de NINP dans des unités de base 

Si lôon prolonge la mesure des NINP dans les intervalles qui sont consécutifs  ̈  lôunit® de 

base de la séquence « Ὦ » avec un nombre de points ®quivalent ¨ lôunit® de base ὟὫύὮ, les 

résultats obtenus montrent des valeurs qui oscillent autour dôune valeur moyenne. Les points 

NINP pris en compte correspondent aux points générés par les séquences « Ὦ » comprises dans 

lôintervalle π Ƞ Ὦάὥὼ. 

Séquence 

« jmax » 

Intervalles de mesure sur 

lôaxe ç k » 

Nombre de points 

NINP 

Commentaires 

0 [11 ; 18] 

[19 ; 26]  

[27 ; 34]  

[35 ; 42]  

[43 ; 50] 

3 

2 

3 

3 

2 

Les valeurs 

sôalternent 

régulièrement dans 

les intervalles 

consécutifs 

1 [23 ; 34]  

[35 ; 46]  

[47 ; 58] 

6 

6 

5 

 

2 [39 ; 54]  

[55 ; 70]  

[71 ; 86]  

[87 ; 102] 

9 

9 

9 

9 

 

3 [59 ; 78]  

[79 ; 98]  

[99 ; 118] 

11 

9 

11 

 

Tableau 12: Nombre de NINP dans des intervalles qui prolongent les unités de base 

La stabilisation de la mesure de la densité nécessite de définir un intervalle adéquat aux 

mesures de la densité, en fonction de la séquence « Ὦ ». 

Définition : La p®riode propre dôune s®quence ç Ὦ  » se définit comme étant égale à la 

multiplication des périodes des séquences « j » dont la valeur correspond à un nombre 

premier, et uniquement pour les séquences comprises dans lôintervalle [0 ; Ὦ ]. Dôo½ la 

formule suivante pour lôobtention de la p®riode propre dôune s®quence ç Ὦ » : 
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Ð Ê ὖὶὭάὩίςz Ὦ σ 

Si la valeur de la formule suivante ςz Ὦ σ correspond à un nombre premiers alors la 

fonction ὖὶὭάὩίςz Ὦ σ renvoie la valeur du nombre premier, soit ςz Ὦ σ. 

Si la valeur de la formule suivante ςz Ὦ σ correspond à un nombre composé alors la 

fonction ὖὶὭάὩίςz Ὦ σ renvoie la valeur « 1 ». 

Le tableau suivant fournit les périodes propres pour les séquences suivantes :  

Séquence 

« jmax » 

Période 

propre 

Nombre de points 

constituant lôintervalle de 

mesure sur lôaxe ç k » 

Multiplication des 

nombres premiers 

Commentaires 

0 3 3 3 La période pour la séquence « j=0 » 
correspond à la valeur « 3 » qui est un 

nombre premier. 

1 15 15 σz υ La période pour la séquence « j=1 » 
correspond à la valeur « 5 » qui est un 

nombre premier. 

2 105 105 σz υz χ La période pour la séquence « j=2 » 
correspond à la valeur « 7 » qui est un 

nombre premier. 

3 105 105 σz υz χ La période pour la séquence « j=3 » 
correspond à la valeur « 9 » qui est un 
ƴƻƳōǊŜ ŎƻƳǇƻǎŞΦ /ŜǘǘŜ ǾŀƭŜǳǊ ƴΩŜǎǘ 

donc pas prise en compte dans le 
calcul de la période propre. 

4 1155 1155 σz υz χz ρρ La période pour la séquence « j=4 » 
correspond à la valeur « 11 » qui est 

un nombre premier. 

éetc     

Tableau 13: Détermination des périodes propres pour les séquences « j » 

Ces périodes propres sont fonctions de la séquence « j ». Ces périodes propres correspondent 

à un intervalle bien supérieur à celui des unités de base. Le graphique Figure 9 : Graphique 

représentant lôunité de base ἣἯἿἲ) et la période propre Ἰ╝╟ ἲ du système par séquence « j » 

ci-dessous représente les unités de base et les périodes propres pour les séquences « j » 

comprises entre [0 ; 5]. Le premier point, de chaque p®riode propre dôune s®quence ç j », 

commence au point remarquable de la séquence « j » soit ὋὡὮ. Lôunit® de base et la 

p®riode propre dôune s®quence ç j » commence au même point ὋὡὮ. 

 

 



Répartition des nombres premiers  ήάέί

 

Auteurs : François WOLF et Marc WOLF             mathscience.tsoftemail.com Page 61 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Les périodes propres correspondent à des intervalles dont la valeur augmente rapidement par rapport aux unités de base.

Figure 9 : Graphique représentant lôunité de base ἣἯἿἲ) et la période propre Ἰ╝╟ ἲ du système par séquence « j  »  




























