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Chapitre 1l - Formule s exactes et approximatives du déenombrement
des nombres premiers : Z =

La th®orie des nombres sbéoccupe principal eme

Cette thématique est paradoxale dans le sens ou la pluparteldemes peuvent étre
énoncés de maniere tout a fait élémentaire, mais que les outils nécessaires pour leur résolution
sont en général trés sophistiqués.

Cbest | e cas des nombres premiers et de | eur

Les nombres premiers sont trés simplesfaideni r ° | 6ai de dodébun crit r
répartition est plus difficile a cerner. Pour cela, des fonctions sommatoires sont utilisées

La structure et | 6or gani s actuellemrentdnaues. @ettembr e s i
lacune ne permgias la compréhension des propriétés des nombres preéetiessjue celle
concernanteur répartition

Ce chapitre introduit de nouvelles formules pour dénombrer les nombres prerfigahs
un intervalle [0- n]. Une nouvelle formulé ( n ) , d &smmdes prentiedsune
maniére exacte, est démontrée.

Lesdeuxformules de dénombrementonnue a ce jourutilisent des fonctions factorielles

.47 QpA
OE o)
ué -
OEQ
.. "z QpA p
“ Al ©
€ Q

Cesformules trouvées par C. WILLIAMS en964 sontiées au théoreme de Wilson[1].e
dénombrement de ces nombres est donc une opération couteuse en temps de calcul.

Les méthodes de calcul utiliséagormatiquemenpour dénombretdie maniere exactes

nombres premiers inférieurs & un nombrex sont baséeactuellemensur le crible

d 6 Er at.€&e drillienénessiteine ressource mémoimgformatiqueimportante ce qui

l'imite | a port ®ec¢dprmcDadlacudlr,e sa ur@yniaicckiésbontie X'i s t ¢
moins performanteentermesdetemps de calcul.

La méthode de calcul présentée dans cette étude est basée sur la détermination du nombre de
nombres composés impaidans un intervalldonné NO .

Qu'apportent les nouvelles formulds dénombrements des nombres premiers ?
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- untemps de calcul performant,
-la m®moire informatique noest plus | 0® ®men:

- une explication sutorigine desoscillations dda mesure de la densité des nombres
premiers.

Note: Les représntations graphiques, ainsi que la vérification des résultats théoriques et
num®r i gues sont r®ali s®es avUneprograhhmait i | i nfor
spécifiqgue en C/C++ a été réalisé pour évaluer la performance des nouvelles formules et des
nouveawalgorithmes permettanedlénombreles nombres premiers.

Les définitions suivantes sont utilisées dans cette étude.

For mul e/ abr ®\ Représentation/Explications Commentaires

[ ] crochet dans une formule Les crochets dans une formule
correspondent ka partie entiére de la
valeur.

EnsembleN, ouN Coest |l oensemble dLorsque |l 6on f a

EspaceN L'ensemble des entiers naturels positifs gzgﬁigﬂtig?ein?egidﬁlggi
impairs supérieur a k» est définit comme indi guée on rasp
I'espaceN. Dans cette étude, selis 9 gras.
nombres impairsont étudiés.

EspaceN Cet espace est constitué des indiceskd¢Les nombr es g®n
nombres impirs Un indice k est aussi W correspondent uniquement a d
nommeé urpoint de I'espac®/. La valeur | nombres impairs.
de Kk repr ,®S ente 1 el ynevaleude«k » correspond
'mpairsuperieur a zeto donc a un nombre impair dans

| 6esNace

«en moyenne Ce terme est wutil:]
de propri ®t ®s des
montre et explique pourquoi les valeurs ¢
ces propriétés oscillent.

NINP NINP est I'abréviation d'un nombre impail Un point NINP est l'indice de ce
nonpremierCé est un n o mb|nombreimpair non premier dans

'espaca.

NIP NIP est I'abréviation d'un nombre impair | Un point NIP est l'indice de ce

premierC6est un nombr € nombreimpair premier dans
I'espacen.

Tableau 1: Définitions des termes employés dans cette étude (Lexique)
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1- Contexte

Les nombres de Nséeéaésomposeatemdesx cabdgoties aombres pairs
et les nombres impairs.

Parmi les nombres pairs, seuhlembre « » est un nombre premidre nombre de nombre
pair premier) € ra$t donc de 1.

Parmi les nombres impairs, les nombres premiers existent en nombre infini. Nous avons donc
deux catégories de nombrdes nombres impairs premiers (NIP) etresnbres impairs non
premiers (NINPYHits nombres composés

Dans un intervalleléfini parmtNo , le calcul du nombre de nombres pairs et celui du nombre
de nombres impairsontfournis par les formules suivantes

- Nombre de nombres pair® € 1 —,

- Nombre de nombres impaire € Q0 6&n 6 —.

Parmi les nombres impairs, le nombre de multiples impairs des nombres premiers impairs,
déterminés dans ce chapitre, est donné par la fori@i@eu) . Le nombre de nombre impair
premier0 € "@§t dors représenté par la formule suivante

4 1 o, \ l'j ”n, LAY LI 14
0 & "Qno < 00wl

Le nombre de nombre premier est d®fini histo
nombr e de nomb cograspopdradarsomene du nomprll de nombre pair premier
0 € el dunombre de nombre impair premierg "Qn

“ U venNnue Qnp L Z O Owv

L6objet de | 6®t ude est afei d®d @&omti ereirla | laa f foo mr
formule FGW(N) concerne uniquement les nombres impairs. Nous allons donc utiliser

| 6esWwace

Note: La définition de cet espace gsesentéei-apres.

A chaque valeurwWder kespamd Uldespmicee i mpair
entiers natrelsN tel qued Q0 ¢ 2 'Q  ©. Tous les nombres impairs sont représentés

sauf |16.uCetiesp&e montre la structure réguliere des nombres ingbgiesmet le
dénombrement de ces nombres.

L éspacaV, décrit 'ensemble des nombres impairs supérieur ou égaleed nombres
impairs se décomposent dauxcatégories

'L 6 ar tThéoriedV: structure et organisation démmbres Premiessdécrit les propriétés de cet espace [3].
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- les nombres impairs non premiers (NINP)
- les nombres impairs premiers (NIP).

Un nombre impair Ni est décrit par la formulé ' ¢z "Q p avec k représentant
| 61 nod ie ;aegdu nombre impair.
Cette formule est modifiée comme suit
- Nous allons commencer au nombrgdx Le nombredé ndest donc pas p
comptec ar c6est u pour@es ®érations demaeltiplicani et de division
dans | M Nosigpalhonsecommencer a partir du premier nombre premier impair
«3»,
0 ¢zQ o
- Le parametre k » correspond a une fonction affipear am®t r i que d®cr it e
parametre<j »:
0 M@ ¢z Q® o
AvecQ® Q¢ Q ¢z Qo :z¢
Chaque vkeur du parametre ko> génére une fonction affine qui déante série de points.

L éspacaV correspond | 6 e n s eomhrds génétés par la forméldH | @& avec
0 mQé& 1 Laformuled ® M ))permetd bobt enir tousddn®s nombr e
| 6 e sNh'a cled e xduoremphrek o»nCette formule est la suivante

0 QR 0 e CzQ oz gzt p
Sil pl 6ensembl e des n o mbtouslssngndreEBMpRASNONO T r €S pon
premierg(NINP), autrement ditatous les multiplegmpairsdes nombres premierspairs
Lesnombres mpairs premiers (NIP) mséobtiennent wuni

LaformuleEBE )per met doéobtenir pour jsunasgguencevndiniee ur
"0 ¢ dindices de nombres impairs. La séquence infinie est générée par le parametient
la valeurappartient | 6 ensembl e des entiers naturels

La formule Q@ est constituéde deux facteurs
- Lefacteur «¢2Q o »quicorrespond a la période» de la séquence. Les nombres de
lasériedepoint ¢ sont distants entr e «@iode»dedaune v a

séquence.

- Le facteur « qui correspond & ur décalages. Le point initial de la série de points
Q¢ estd®c al evaleldégare a@®»p ar rapport ~ | 6origine
W.

Une séquenc& correspond une série de points dontdériode estégale <D A ¢zQ

o », et le décalagestégal & <.

La s ®que n c®, owséquanck Qg odrregpond une séquenae pointsQ. La série

de points généréearla séquenc& estnomméeQ ¢ .La s ®ri e de poijmts do
correspond aux indices des nombres impairs multiplés périodec 2’ Q cdans |IMespace
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Par exemple La série de point® ¢ représente les multiples du nombre premier 3 dans
| 6 e sVp. aacsérieQ ¢ représente les multiples du nombre premidrebsérie’Q £
représente les multiples du nombre premidra7série’Q ¢ représente les multiples du

nombre i mpairs -8nsemblédesniubipies du nambre premseo3u s

Pour d®terminer | a pr i maparanietees sbidt nécessaicesnbr e i mp

- L6indice de | a valeur du nombre Ni, soit
0 Q¢zQ o

- Lé6indice de |l a racine carr®e du nombr e Ni

Mo Q ¢zQ o
Les s®quences de points ®tum®es sont com

SiIQ correspond ° une Qia, lalersile nordbdeilNncerresp@d aium n ¢ e
nombre composé qui est multiplece Q o.

Le graphigue etdessous permet de décrire I'espatd_es points sur le graphique
correspondent aux nombres impairs non premiers (NINP), générés par les sé@uenges
¢ metQ T

L'axe des abscisses représente les valeursldak. val eur de k repr ®sent e
impairst Q.
L'axe des ordonnées représente les valeurs du param@tre «

L'ensemble des points en rouge obtenu pour p correspond a I'eesnble des multiples
i mpairs des nombres premiers impairs (NINP).

La projection d®esteceprésenée pandessiiéches de cduléua nouge. Toutes

les valeurs d&ne correspondent pas a des points en rouge. Les vale@sdam 6 ayant auc
correspondance avec les points en rouge, correspondent aux nombres impairs premiers (NIP).
Les indices des nombres NIP correspondent aux valeurs qui ne sont pas généréeb@aale

de baséQ@® avect T, comme montré ailessous.
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S ¥ +
N | , s les nombres impains no
- /| Nombres impairs Tc ua_l[,b 1;\;;;\1{[;1}& mpairs non
premier (NIP) |+ {m,mlul( . s¢ i I.I\,L-lm .Im .
! Nombjres impdirs JE es courbes deécrites par n= =L
} non premier (NINP) '
1 : sont sur la courbe -
g deécrite par n=() space W
3n— & £ £ 2 -
R Projection des points.[-
2+TEn X NINP surI'axe k .-
274 g - % - ®
Pointd NIP
__'\.I:n - v- ','
1 —2 4 - = -
ipny v WY v Jj ... | | . ) P S Y P [ :
T T T T l T T T T l T T 1 T T 1 T T 1 T T 1 T T Al T T Al
] 1 2 3 4 h] 6 7 3 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
305 7 113 17 19 23 29 31 S — Nombres impairs premiers (NIP) k- indice des nombres impairs

Tableau2: Le graphique correspondal 6 e s p et iemésame une partie des cing premiéres séquences
«j ». Certains nombres NIP sont également représentés.

Le graphigue permet de distinguer les nombres premiers (NIP) des nombres composés (NINP).

Les points générés par les séquencés aved  Ttne sont pas pris en compte afin
d'obtenir uniguement les poiMtBNP. Cela permet de distinguer les points NINP des points
NIP.

Si |l a p®ri ode®doiraspord a siegnubee caposé; les indices générés par

cette séquence correspondentaun-sonss e mbl e doéun ensemble de po
desséquemcs pr ®c®dent es. Cel dp»,sdntdapéribde eorraspoiddiin e s ®
un nombre composeé, ne génére pas de nouveau points NINP. Cette séquence n‘augmente pas

l e nombre de points NINP. On indigkrwaveal or s (
de nouveaux points NINP.

Seuls les séquence$ x dont la période correspond a un nombre premier générent des points
correspondant © de nouvelles val euk»s NINP. S

La densité des NINP correspond au rapponhbre de points NINP par nombre de points

NIP, soit—. Ce rapport augmente lorsqu'une nouvelle séquefideavec une période

€gale a un nombre premier apparait (8tte propriété est liée a la raréfaction des nombres

premiers.

Léabscisse déun point correspond °~ | 6indice
graphique. Léordonn®e dbébun point correspond
Le paramétre k¢ per met de faire | e Nldi®mbresoidaden | 6i nd
—, et |l 6indice de la valeur de | Qapmar ti e en
-
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Note: Tous les graphiques ont été réalisés avec le logiciel MAPLE v17.02

L'objet de cette étudest d'obtenir une formule gpermetde dénombrer les nombres
premiersdansunintervalle tNo .

Dans | \Wdesnpnabe & correspond a la valér — ; les crochef]

représenteria partie entiere drésultat ~ C @éeesshire quand le nombre N est pair. Le
d®nombrement soboeffetwdaeanrsa |l dom@ ejdarad Iledd Dpace

Seules |l es valeurs appartenant ~ | 6enWemble

Nous avons démontré que fasintsNINP peuvent étreécritsparlesséquence®) ¢ quand
le parameétre & » est strictement supérieur a zéro

Le nombre de NINE ans | 0 imiRit eeutdomd étreecalculPar différence avec le
nombre denombres impairsjous en dédadns le nombre deombres impairs premielslP.

Les séquena=Q correspondent desensemblsinfinis de pointsLes différentes séquences,
obtenues pour des valeurs«e» différentes, conduisent a des valeurs de k idaas.Les
séquences jo> possédent des points en commun. Par exerGpier Qplp 0. Le
dénombrement des points NINP impose de comptabiliser ces points une seule fois

Lorsg u 0 une s ®gpossaueuspéripde« b A C? 'Q o »dontlavaleur
correspondh un nombreomposéla série de points de cette séquence correspond alors a un
sousensemblel e poi nt s d@®uwdoatlaséBogex

facteusde lapériode ® A »; D A zpAzD A 82D Aavecl
DA DPA8 DARavechADABD V(¢ a QidQIQa QQI i

Afin do®viter de eueslpséquencdiisdomtlapgdode poi nt's, s
correspond a un nombre premiensprisesen compte dans le calcul du dénombrement des

points NINP.Une fonction de primalitvec pour parametre la séquenge> estdéfiniedans

le paragraph@- fonction de primalitgour les séquenceg , afin de pouvoir déterminer si

la période de la séquencg xcorrespond a un nombre premier

Des points communs entre différentes séquend@s «dont lapériodeest un nombre premier
existent égalenent.

Parexemple®™Q m oz¢ @etQp p v @ DOOCM Qp.

Afin de déterminetes points communs entre différentes séqueiizél est nécessaire de
détermineitle premier point commun a cet ensemble de séqueBoesfet,le premier point
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commun est fonction de la premiére séquenjce &insi que du nombre de séquence. Une
formule est a définir.

Le nombre deséquences| » a prendre en compte dans le caksilvariabe. Ce premier

point correspon@u point commun le plus petit (PCfPBes séquence®. Chaque séquence

"Q possédeinepériodeégale & z E o. Les autres points communs aux séquences

concernées, qui suivent le pointPGRPo nt al ors di stants dobéune va
multiplication des périodes de ces séquences. Ces poimtseliés par la fonction PCPP(i).

Note: si lePCPRa une valeur supérieure au nombréthdié c el a sn @epdss tee qu 0
de points communs entre | esn@®quences ®tudi ®
Exemple: déterminons PCRRt PCPP(i) pour leséquence®, 'Q et Q.
Le premier point commun est le nomi@rgt 0 O v p
La périodede™Q est «3 », celle dEQ est «5 » et celle déQ est «7 ».
Les autres points communs, obtenus pQuITt, sont distants de lavalewrzvzyx p 1L

O#0B vp pmoE

La formulegénérique qui permet de détermires points commurguelque soit le nombre
de séquenaj » pris en compte est définit au paragraphecherche du point commun le
plus petit(PCPR) entre différergs séquence

2- fonction de primalité  pour les séguences « | »

Dans ce paragraphe, nous allons d®t ¢xminer |
Cette fonction de primalité est nomm#é@stEE . Cette fonction retourne une valeur binaire O
ou 1.

Lorsque la fonctiodE4EE renvoie la valeur & », la séquence k» posséde alors une
périodeP A ¢zE o, dontlavaleur correspond & un nombre premier. Lorsqu'il ne s'agit
pas d'un nombre prenmjda valeur renvoyée est égale @ x

Cette fonctionE4EE s'écrit alors comme su#kE4EE  E O 0 OEEA Aour déterminer si la

valeurDb A est un nombre premier ou un nombre composé.

Dans l'espace WE est I'indice du nombre impair Ni lequelroespond dans ce paragraphe a
la périodeb A. Dans le chapitre | [3], céndice est nomm&d awec la relation suivante:
0QczQa dwo do @ e — avec [] partie entiére. Dans le cas présent, la
relation suivante est obtenue
. PA o ¢ZzE o o .
Q E
S S

Les séquenceé@ sont définiepar’Qé¢ Q ¢z Q oz¢ Q PDAz¢.
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DoncQ  est un point d'une séquencgsxsi et seulement ¥ Q¢ pour « »
compris dansQI]§Q nastaéfimicidessaus)][ 0 ;

D6o

Q E QPbAz¢
D6o¥
E Q PAz: et 1 ExFTDA

Lorsque= est une valeur entiére pour une des valeurs de j compris dans l'intervaie [ ;
la valeur de la périod® A est un nombre composé.

Pour connaitre la primalité de Iapéridﬂe&,i | est donc n®cessaire dbo
deE "QparlapérioddApar | es valeurs de jQcldmpris dans
séquence de poinl@ ¢ permet d'obtenir tous les pointaittiples de la périodd) Q Si le

nombre <€ O est divisible par § O» alors le nombr& appartient & la séquence « j »,

c 6 édire, il correspond un point de la séquence de poitks . La valeur de la période

est alors un nombreomposé. Les séquences de pofits a étudier sont comprises dans

| i nt erQy 3dvéc® EO . Lavaleur déQ est prise a 0 lorsque

~

Q L

Nous allons définir la fonctidn "YERAE "Qavecb A ¢ z"Q o pour obtenir une valeur
binaire 0 ou 1 en fonction de la divisibilité Be “(par la périod® A Cette fonction renvoie
la valeur «Q» SiE st divisible par la périod® Aet «1 » si le reste de la division est
supérieur & 0. Un cas partieiiexiste et concerne la premiére vales0 pour laquelle la
fonction doit retourner & ». En effet, la valeug =0 correspond & une période égale au
nombre «3 » lequel est un nombre premier. Ce nomb8exest le cas particulier des
nombres premiarimpairs dans la théorie W [3] car il correspond a l'origine du repére de
I'espacan.

0 £ g | E TQdé'EDAﬁ .
| vkE @ P aé@i 5K W T
ph & m

Note: la fonction «mod» correspond a la fonction modulo, la fonction floor(a) fournit la
partie entiere de la valeuras».

La primalité d'une périod® A s'étudie pour toutes les valeurs de j comprise entre [0 ; jmax].
Si pour une valeur deff  "Cest divisible par la périod@ Aalors) "YRRAE 0Q=0.

Lorsque au minimum une valeur de j condgit &YfAE  "Q=0, la multiplication de
I'ensemble des fonctions "YERAE  "Qpour j compris entrenMQa& ¢ éonduit aussi & une
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valeur nulle. La valeur de la période est alors un nombre comspuse€il s'agit d'un nombre
premier.
La fonction de primalitéQ Y& d'une périodd® A correspond donc a la multiplication de la

fonction] "YERAE "Qpourlesvaleursdej€ dans | BN t.earvaleudebte
égale & 4 » lorsquela séquence k » posséde une période correspondant & un nombre
premier. Cela signifie que la valeuE«» n'appartient & aucune des séquences de [igats
pour les valeurs dej« comprisesdanis6i nt erv &l |l e [0

QYR 1 "YRAE Q

Cette fonctiornQ"YE) est déterministe.

Note: d'autres tests de primalité probabilistes ou déterministes trés performants existent déja
et il est préférable de les utiliser en pratique. Cependant, ces tests sont liés a des algorithmes
et non a des formules.

La caract®risation doéun nombr ]nempsad ap pplriegm ee
dans ce contexte, car il est nécessaire de tester la primalité du nombre iBwair «

3- Recherche du point commun le plus petit (PCPR) entre différent es

Une séquence "|" est constituée de I'ensemble des pointsagon appartenant a

I'ensemble des entiers naturéles points k correspondent a desbresmultiples de

nombre impair. Pounn ensemble deéquences "jdlonnéesil existe plusieurs points

commurs. La recherche du premier point commun pour un ensemble de séquencEs «

fait dans | 6es pa&avwecladparaméediQ ¢zéX® wetdans el s

| 6 e s\ avecde parameétr® Q'@ . Le premier pointcommuau sein doédun ens
deséquencedonnées est appeCPR.

La fonction qui per met dog¢hlerAPPsenommedo ur une |
#bx EQGMD N O Ad BAeleest définit dans ce chapitre.

Cette fonctiot B x E Q@i N OAd BefiOmp| ®ment ®e ~ | 6aide dou
MAPLE. Cet algorithme est fourni en annexe 1.

Note: SilePCPRPe st sup®rieur ~ | a b®@r al@slawvaleui mal e de
renvoy®e par | 6algmomeivdhimeurcom®@gapionariandi qua
points communs entre | es s®quences fournies
étudié.
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3.1 Premiére méthode : Recherche des points PCPPdAT O 1 6 AOPAAA

La recherche du point commun le plus p@CPP) consiste a déterminer la valeur du nombre
impair Ni dans I'espadd (0 6 0 You encore la valeur k dans I'espi¢éd 6 0 , identique
entre plusieurs séquence¥x Une séquence’@ est définit par I'ensemble des points k
obtenus par la fonctioR @ .

Dans | Meslpaacfeor mul e qui oerredesdéquenbepdse ni r | e |
décrite par la multiplication des périod®A ¢z E ode toutes les séquencep

séletionnées. Le tableau-diessous montre les valeursil® 0 @td 6 0 (pour la sélection

de respectivement 2 et 3 séquencé.

Commentaires

Liste des

. . Périodes Espace N Espace W
séquences ko> B A e
DOULUL
Q,Q PA o LOVLUL 0?2V pU | 5w VODUO @ | Laformule reliant leg
DA L C nombresdesdeux
espaces et
0, QetQ 0600 oczuz s .x~ DOOULO i :
, Q et DA g |VOULU ozuzx pT 5600 - Upsuwa}ntf
DA U Y ~g‘IQ (7.3 Cz
Q@& o
DA ¥

Tableau3:D®t er mi nati on du PCPP dan spourodnesspmnble deséjuead- dans | 6esry
Le passageN'dd Ol&bepsamamment s'effectue avec la formule suivante:
0Q ¢zQ oceaquiconduitaécrirét ®0 ¢z0600 o

etinversemend 6 00 060 0 o T1c.

Nous allons définir la fonction Cpw qui donnedléd O (pour une liste de séquences choisit:
D600 #Dx EABGM NOAd A O

Pour une sélection derx»> séquences "(chaque séguence correspond a une valeur unigue

de «j »), un tableau des séquences choisies est défiriYgag “Cavecon TNE p .

La période pour chaque séquence du tableau s'écritralérs ¢z'YO® o la

valeurdud 6 0 Wars | 6 &legb abiereie par la multiplication des périofjé@  de

chaque séquence du tableau. La fonabiap 0 a pour parametre une liste de séquenges «

"Y& @hg  p . Cette fonctiorest donc définitle cette maniére

e ks o B ¢zYok o o B N0 o
OLUL onUVYwwe p c c

avec’Y® @NE p correspondnta la liste deséquences jo pour lesquelles on souhaite
obtenir le point commun le plus petiRCPP)
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Lavaleur¢z "Y& @ o correspond a la période de la séquéigd®. D6 o %
nQ CZYO® O
Exemple: sie p correspond a la séquenc@x v » alors YO @ Q v.

Cette fonctiomécessité e nombr e d 6 opo® kEawElénemsshaguetlenveat n t
correspondant a une séquerc®, avect  C:

- opération de multiplicatiddivision:
& GOaO"QN & RGHPO BE &pi 6 a0 QN & QopcdMERii Qe &
- op®ration dobéaddition/ soustraction
& OQQEIQp | €01 01 OO PE &

Pour un nombre de&>» séquencesgtte fonction est donc constitude cz ¢ p
opérations arithmétiquebine autre méthode de recherche du PCPP existe. Elle est étudiée
dans le prochain paragraphe.

Dans ce paragraphe, nous allons rechercher une seconde méthode de déterminatiop du PCPP

a partir de I'espadé/. La recherche porte sur la détermination de la valelk commune la

plus petite. Cette méthode nécessite la résolution d'une équation diophantienne a deux

i nconnus. Dans |l es prochains paragraphes, | a
arithmétiques le plus petit, c'est a dire la plus performanteusksae pour aider au

dénombrement des nombres premiers.

Pour rechercher IBRCPRentre deux séquences(k, par exemple @©» et « Qe | | 6®quatio
suivante doit étre résolue

Q ¢ Q ¢
D6o %
M ¢z2Q oz¢ Q ¢zQ o1z¢
Avect eté lesinconnus a détermingt  peté pet’Q Q

Il faut donc résoudre urgguation diophantienne avecdeuxinconnusdu premier ordr@our
trouver le premier point commun# 0 éntre les deux séquence¥e et «Q». Les autres

points communs entre les séquences s'obtiennent en ajoutant au premier point commun

0 # 0, @ine valeur multiple de la valeur égale a la multiplication de la période de chacune des
deux séquences. Ces points sont alors reliés par la foRGHE (i) suivante

0D60® 0600 NQzZAQ 2z Q 0600 ¢2Q 02¢2Q o z2'Q
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Solution:

Casl: lesdeuxséquence«j » sont consécutives

Postulat Les relations entre les valeurs de deux séquen€dsconsécutivesont les
suivantes

Preuve
Considéronsges séquences suivanté® pet’Q cetYQ Q Q p.
D6o%» | 6®quation suivante

50 Bibe Q ¢z2Q oz¢ QO ¢zQ 0z¢ (eql)

DO @éar:Q petQ ¢ | 6®quation suivante
p uZ& ¢ XxZ¢

La solutionest la suivante:

Si¢ ocalorsQplt p vzo po

Sig¢  calorsQclt ¢ xz¢ p o

D'oules relations entre les valeursidet de’Q

¢ Q pete Q p

Cerésultar ® s ou't | 0 ®oyeleadue soentleg séquends$™®»” condition quc¢
soient consécutivest doncY'Q p.

Comme¢ &  palorsg Q p p Q c.Enremplacantles valeugs
par Q ¢, on obtient la formule:

N ¢z2Q 0z Q p ¢zQ Yz Q ¢
En remplacant les valeuts par 'Q pet™Qpar’Q p, on obtient
Qp ¢2Qp 020 p ¢zQ Yz ¢
Pour les valeur®) pet’Q ¢, nous obtenons bien

k(e foXoit: czQ Yz Q ¢ po
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Nous avons trouv® une solution pour | 6®quat:i
la plus petitecar la valeuPCPR obtenueest inférieure la valeuiobtenueparla
multiplication des périodes des séquences

N ¢z Q 0z Q p czQ 0z¢zQ o
En effet, nous obtenons
¢z 02¢zQ 0 0 ¢2Q 020 p ¢202Q 02Q 020 ¢

Donc ks solutions powr et¢ sont:

€ Q p
3 T p
LePCPRs 6 obti ent avec | dune des formules suivan

06001 ¢z2Q oz¢ ™M ¢z Q 0zQ p Q [AQzQ p

DO600TQ ¢z2Q 0z¢ M ¢z2Q 0z p M NnQz71Q p

La solutiongénéralgour trouvertouslesautrespointscommunsentre les séquencesnsiste
a ajouter au factedr un multiple de la période de laséquend@& , et Vvice versaé
utiliselefacteue , dodéo% |l es solutions suivantes

3 Q p ¢z2Q 0z7Q
¢ M p ¢zQ o0zQ
Onobtient don@n remplacant ces résultats dané ® q u a t lés satutioascsuivantes
VOO Q© ¢z2Q o0z¢ MQ ¢z Q 0z QO p ¢z2Q 01zQ
Cbest ®quival ent

DO60® Q ¢z2Q 02z¢ M ¢z2Q 0z U p ¢z2Q 02Q

0D60® 0600 NQzZAQ 2z Q 0600 ¢2Q 02¢2Q o z2'Q
AvecE metd 600 Q ¢zQ 0z Q p

Cas2: lesdeuxségquencesk» sontdistatt s dodune valeur X
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Postulat Les relations entre les valeurs de deux séquengdsconsécutivesont les
suivantes

oavecx>1

Alors,
¢ QO wett 0O wetYQO QO 0O @
D6o% | 6®qu atésondre sui vant e

MM ¢z’Q oz¢ N @ ¢z Q @ o:z¢

Postulat Considérons que , la solution pout , quelque soifQ Qest:

D'oul la solution pour , quelque soifQ Q est la suivante

A partir du postulat précédant, la solution pour PCPR est :

~ _——

V600 Q ¢zQ 02z Q p

5 v 5

V600 Q ¢z2Q 0zQ p

CA

Ce point commun est le plus petit tavaleurPCPRBobtenue est inférieure a la valeur
obtenue par la multiplication des périodes des deux séquemmoese démontré dans le cas 1.

L'ensemble desvalewts, per mett ant dobéobt emrelesddug s val eur :
séquence &, estalorsobtenue par la formule suivante

3 M p @ ¢2Q @ o& Q p ¢zQ o0:zE

L'ensemble desvalets, per mett ant dbéobtenir des val eur:
séquence k», est obtenue par la formusalivante:

3 N p ¢zQ o:E
On obtient ainsi toutes les valew@mmunes entre les séquenecé@» et « Q» :

D60 Q ¢z2Q ogz¢ QO ¢zQ o2

Cbest ®quival ent

D60 Q ¢z2Q oz¢ Q ¢zQ o2

Généralisation de la solution.
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Le point commun le plus pe®CPRentre« & » séquences O estnotéd 6 0 .
Le PCPR pour«a »séquencefournit les équations suivantes
0#00 Q ¢zQ o :2¢ QN ¢z’ Q o :z¢ N ¢z Q o:z2¢ 8 Q ¢zQ o0:¢
La démonsation se fait par récurrence.
La démonstration pouteuxséquence®et’Qa fourni la valeup # 0 fuivante:

Note: QetQs ont des val eur s M. ElRaonttumeevaeoriquelcondqué e n's e m
mais elles sont croissante® Q

0#0:0 @ 3Qz Q
Avectrois séquence¥) 'Q, "0, onobtient le résultat suivant
0#0:,0 Q@ A Qz Q fQz 0
Avec quatreséquence® "Q "0, "Q onobtient le résultat suivant
0#00 Q@ nQz 0 BQz Q RQz Q
Avec cingséquence® 'Q Q0 0, onobtient le résultat suivant
0#0:0 Q@ RQz Q nQz Q Qz Q fQz 0
éet c.

On obtient unesuitede points) # 0;0décrit par lormule derécurrencesuivanteavec
a cq:

@ G o QO Qi# MO Q
0#0:0 Q fQz 0# 00

0#0:0 Q fQz 0# 00

é .

0#0:0 Q NQz 0#0:0

On v®rifie |ade®lgrimuldtr®uvédans le panagraphe précédent dans
| 6 e sNopaut @ » éléments
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Equation 1 : Relation entre les périodes et les indices slséquence «j »

Pour la premiere valealed, c¢' est ° dir e | aestvohténeeur 2, | 6®g

CzO#0;0 0 ¢z Q NQzQ p o
CzO0#0;0 0 ¢z Q 0o ¢zn'Qz Q p
CzO#0;0 0 NQ ¢ZNQ ¢z QzQ
CzO#0;0 0 NQz ¢z Q o

N1Qz ¢z Q 0 NQZ c20#0:0 0 1/ QzHQ fQ

Si la formule est vraie powi  p », estelle vraie pourci »?
CZO#0,0 0 ¢z Q NQzZO#0,0 p o
CzO0#0;0 0 ¢2Q 0 ¢zZnQz O#0:0 p
CzZO#0;0 0 NQ <CzZNQ ¢z Qz0#0:0

¢z Q n'Qz 0#0;0 p c NQz ¢z0# 00 o nQ

Laformule0 # 0r0est donc démontedamathématiquement

Lo®quation 1 permet dbéavoir une rel ddbuoe do®
séquencegk»pour | d6obtention du premier point comm

Laformule0 # 0z0donnele premier pointommunentre les différenteséquencesj »
étudiées.
Le graphique ctlessous montre les PGR®ur les séquences® suivanteavecQ 1t
,Q pQ ¢

Q,Q: PCPR=6
- 'Q’Q: PCPR=16

0, Q°Q: PCPR=51
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Premier point k idegftique entrg/les suifed =1

GW3

= et - - n=11

- Prcm:cr point k Jdcnthu;: cmrc]cq seu[cqj [} J=T cL_1— =12
etj=2 E’pw(ﬁ[}[} 211, [}] =5i . . .

Cpw(5, 2,

0123456789 111315171921232527293133353739414345474951535557396163656769717375T77T79818385878991939597 100

k

Figure 1: Le graphigue montre des exemples du premier point commun PCPP
concernant les trois premieres séquences « j ».

LaformuleO # OpOnécessité e nombr e doop® xeatelénentsvecs ui v ant
€ G
- opération de multiplicatiddivision:
€ pAOAOQN G RG®DO NEP D OO QY & QogsoQépe |
- op®ration dbéaddition/ soustraction
oz ¢ p wWQQQOQEZEE p

Cetteformuleest donc constituée dez ¢ p opérations arithmétiques.

Cette formule n®cessite un nombre dbéop®ratio
avec la formule équivalente, déterminée dans le paragagleédent. Nous utiliserons donc
laformuleo bt e nue d & (cfspatagiapes3i)aaa earagraphe suivant, pour le
dénombrement des nombres premiers.

4- Formule FGW(N) pour le dénombrementdes 1 T I AOAO DPOMI EAOO aj

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer le nombre de nombres impairs non premiers dans
un intervalle mNO . Ce nombre est donné par la form@EOw) . Les paragraphes

précédents, nous ont appa2téormules qui seront utilisées pour détermingtecirmule

"O"0w0
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-une formule permettant de conna’  tEme |l a pri m,
AR

-une f or mul eobtene le premiepomtrcommdndentre différentes séquences
«j»:0n W QIDNAIN 6 Qe Qi

Le nombre’ 0 estle nombre de nombres premiers dans un intervall@ . Il est obtenu
a l'aide de la formule FGW(N).

Pour obtenir la fanule FGW(N), & dénombrement des nombres impairs non premier (NINP)
dans un intervallet N0 "(est effectué dans I'espadk Cela correspond a déterminer le
nombre d'indice k, correspondant & un nombre impair non premier, dans l'intervalle équivalent

[0 ; kmay de I'espac&V avec’Q e

Nous avons montré que les NINP sont représentés par des séquences de pEsptandaimt

a des multiples impairs de nombres premiers impairs. Seuls les multiples impairs des nombres
premiers impairs incrémentent le nombre de NINP. Autrement dit, seulement les points k(j,n)
des séquences@ avec une période correspondant & un merpbemier sont dénombrés.

Pour les séquences@ avecQ T, une partie des points correspond a un-smsemble de
points générés par les séquences précéedentes. Ces points en commun entre les différentes
séquences doivent étre comptabilisés une $eisle

Les points pris en compte dans le calcul de dénombrement se situent, dansWe st

un rectangle d®limit®Qsliretdaxe kodopae fjopare
Q 1. Alafigure 2 page8, pourlenombréd Q pwuv | e cal cul est r®al i :
0 =24 — =560 —— =96.

Le dénombrement s'effectue pour toutes valeurs de j comprisidgarsdlle [0 ; jmax]. Pour
chaque valeur d@un dénombrement est effectué dans l'intervalle [0 ; j]. La séql@ste
alorsnommeéeséquence initiale.

Pour chaque séquence initiale, le calcul du dénombrement se décompose en 3 parties
distinctes

- A Le calcul du nombre de points généré par la séquence initiale et situés dans
l 6i nt[@;rv g1 | e
Ce calculest réalisé pour toutes les séquenpessédant une période égale a un
nombre premigc ompr i ses dan®@ ]l 6intervalle [0

La fonction qui réalisée calculpour une séquence®@ estnommée. AERQ
Seuls les point)' & avece T1rsont commbilisés Le premier point de chaque
séquence €» déterminé pa¢ p, est égal a la valeur suivante
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0 ¢z’Q o.Lafonction. ARQ  estalors égale a la différence entre le point
supérieurQa weble premier point, divisé par la périodez ‘Q o puisaugmentéle
« 1 » pour tenir compte du premier point.

MNMGOonQ ¢cz20Q o
czQ o

0 dEQE G p

Comme seules les points des séquences possédant une période dont la valeur est un
nombre premier doivent &tre comptabilisés, la fonaiab @Qa& ¢ é@st multipliée par
l a fonction de pr toestddrée@Y@6une s®quence ¢

D6 oY% Ul partielsuivaat:
0 OAEQG 6 "QYQ

- B_: Le calculdunombre de points communs aweteséquenc@récédente & E
p»avecr) T

Ce calcul sobéeffectue avec chague s®quence
condition que la séquence posséde une période égale a un nombre premier. Le calcul
est alors r®alis® pour toutes;®eldy s®quenc

Par exemple, pour la séquence initi&e 1, le calcul est réalisé pour les séquences
‘Q ¢hQ pcarlaséquenc® o possede une période correspondant a un nombre
composé et la séquen€e T1conduit a une valeur dgnégative.

La fonction qui réalise cealculesthnommée/£C x® Hh@ .

Ce cal cul s 0 epremierpainca@nminP@PRcertre les séjuencesQe
et «n ». Ce premier point est fourni par la formule déterminée au paragraphe
précédend r B

La fonction/EC x® h@x) est reliée a la fonctiod & 0 que nous allons définir
ici. Cette fonctiord & 08 fournit le nombre de points communs entre la borne
supérieur du calcid eble PCPR Si la valeur du PCRRst supérieure a la valeur

Qa Geelasipi fie quodéil noéy a aucun point 7 pr
Le calcul consiste a divis& 6 N B parla période de la séquenc» afin
déobtenir | e nombre doi nt aeoetelsdqeenssdie | ongu

¢2’Q o, et dbnc le nombre de points
Ce résultat intermédiaire est porté par la fonctioin 0 Q& ¢h@) .

Qa6 O wd N 0Qa Yo Q

O a 0Qa FEYOD Q =
¢zQ o
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Pour obtenir le nombre de points commtgwp() recherchéce résultatntermédiaire
A w m( €éqit étre divisé par la période de la séquenge>«Seule la partie entiére est
conservée dans le calcul

Le résultat est négatif car ces points sont a exclure. lls ont déja été comptabilisés lors
du traitement de la séquence préuoéd.

Il estégalemennhécessaireeldécrémenter de une unigér@ésultat car le nombre de
points constituant n intervaliest de€  p points.

Mais cette valeur est ajoutée si et seulement si la fongti@ord8 est non nulle.
Pourquoi?

La fonctiono & 08 fournit le nombre de points entre la borne supérieur du calcul
soit'Qd weble PCPRdes séquences’®. Si la valeur du PCRRst supérieure a la

valeurQad o cel a signifie quodil ndoy a aucun p

Inéy a donc pas doéi nt er v aDahsde castontdaibenilc p as

est n®cessaire de soustraire 1, dbéo%»% | a f
Q0 b G P 56004 d@  p

¢zn o
Comme seles les séquences possédant une période dealelar est un nombre
premier sont prises en compte dans le calcul, cette fonction sera multipliée par la
fonctionde primalit€’Q" Y.

D6 oY% | partielsuivaotu |
“Q“QO & z nQqu

Ce nombre de points communs est & déduire du nombre deparBQd & o
générés par la séquenc&x Le nouveau calcul partiel du dénombrement de NINP
est:

0 0@Qd O o QOO QYR z2QYQ

- C: Le calcul du nombre de points commuaTg#re une ségquence & etplusieurs
séquences i » données dans un tablean w Q

Ce calcul essimilaire au calcuprécédentLa différence esteliéeau nombre de

séquences impliqué dalescalcul. Le calcul précédent avec la fonction

ACXx® h@) a permis doéenlever | @#4,euréelats comn
séquence initiale € etuneséquence précédente) .
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Sk

Mais, il est nécessaire de prendre en compte ces points cafniirf, avec les
points doun e ila gui préeedsslaRsgquenciee.cEn ffet, il y a des

points communs entre les poifts# + et les points de la séquencgxe que | 6don
nomme0 # + 5 . Cependantces points communs ont déj& éomptabilisés lors du
calculpourla séquence Q ». Il estalorsnécessaire de les retirer des points communs
0# 4.

D6o%% | es formules suivantes

0#+ "QQ0 YA X

%O
p P - 6 e e S
’ ) m mZQYGQZOGUQGQhﬁYOOQhQ P
avecd A Ah@ correspondant a la liste des séquences.

0 # +p 2 QYq 2

Note: le fait de retirer les poin® # + au point # + lesquelseuxmémes sont
retirés de) @ ®@Qa ¢ @bouti & un ajout de ces points. Le résultat correspond alors a
un nombre positifComme déja expliqué, le nombre de points constituant n intervalles
étantde& p, la valeur 1 est ajoutée au résultat ce qui expliquerlexxde la

formule0 # ¢ .

Nous allons r®aliser cette op®ration pour
Pour une séquenegd p », nous allons calculer les points communs entre les points

0 # 15 etles points de la séquencep qui seront retirés des poiris# + 1 .

Nous obtiendrons ainsi les points communs entre les séqueiides i », « ‘Q » et

«ip»soitd # w55 -

D6 oY

2 ove: B0V 0 4 Vos GEYOERD o

— z270"'Y0 :z
¢Zn o 2@ o 2

¢
¢

Note: Comme déja expliqué, le nombre de points constittiamiervalles est de
¢ p, Il s'agit ici de soustraire le nombre de points trouvé. La valeur 1 est a soustraire
au résultat ce qui explique lek» de la formule® # 4 5 .

Et ainsi de gite avecles séquencesi ¢ », «i 0 »,é

Chaque séquence doit étre combinée avec toutes les séquences précédentes afin de
déterminer les points communs.

Pour uneséquence @é compr i s dafy pl,@nhombrele val | e
combinaisons avec les s@mnces précedentes corresparid valeuri a & w6 r?

.o A
Avec 0 A TR
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Note: La Figure2 page28 montre pour chaque séquenc@xtoutes les
combinaisons, représentées par des fleches tavtesles séquencgwécédentes

D6o% | a forgmul e¢ oguiewsgprotnad ~ | 6ensembl e des
aux pointccommung) # +:

TN
iy L Y
& Q QB
o o

Note: la variable’est un indice qui est compris entpeQ @ , ce qui est équivalent au
nombre de séquereentre TQ @ p . Chaque indic&zorrespond a une séquence
«"@NQhQA8 ». Chaque indice r correspond a une séquengii«ch o8 ».

Laformule™ Q" QU8 correspond au nombre de points comm@EaM) entre un
ensemble de séquences. E#tdéfinie comme suit

p
ZYobE o

QUG GE YD H Q 2QYROH & 20 a 00 GEYOH Q p

Cetteformule est constituée de trois facteursii ‘H')PHR 1=« O etde
I'ajustement p lié ala valeur positive ou négatickl nombre de pointsommuns
trouves:

QOB HA HOH 2"HR4 AAT  z=008

Le facteurd 0 a8 fournit le nombre de points a prendre en compte dans le calcul.

Le facteurHi14 A@ 1 est le facteur de primalite la séquence fourni par le
tableawd AQT .

Le calcul du facteur suivant est détaillé dans le paragraphe suivant

7 A non

4 ADA

] O

CZ'YOW E O

Ce facteur correspond °~ | a multiplication
se trouve dans le tabledvic © & . Ce facteur st associé a la fonction de primalité

"QY®OD & . En effet, seules les séquences damériode est un nombre premier

sont prises en compte dans la formuke signe négatif signifie que les points

communs avec la séquence précédente sont a soustraire.
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Le signe du résultat va dépendre du nombre de séquences. En fonction du signe de la
fonctionons oustrait ou on ap. baistcette Jaléun estiajouée ma n q u
si et seulement si la fonctiana 08 est non nulle.

D6o% | e cal cul W,fpounochténjrle doaioresde points géepéaear les
séquences & comprisesl ans | 6i ;nQ ¢ estwdanhd par FGVO(N)

€ ¢ no 0 OHEQG G ® QY 0# 4 2QYR 2°QYQ
- N I{l
s e e I, 7P H oy ’ v ’ ~(~Y ¥, ',:’I 3
€ € H0 b OAQE Hdo 1 KU § A QOB ax 2 QVYRAZTQYQ
0 I '}.
u u & & o0
Note: | es calculs n®cessitent de r®cup®rer | a

positive ou négative. Dans la formule, la récupération de la partie entiere se tralhst par
crochets [].

La formule’0"0w0 , dans I'espace/, se décomposen 3 termes:
1- le premier termé& @@QA& & @onne le nombre de points de la séquence étudiée.

2- le second term& Q0 ndonnele nombre de points communs entre la séquence étudiée et
la séquence ayant la valeur’@a plus petite.

3- le troisiéme terme donne le nombre de points commun entre la séquence initiale i et toutes
les autres séquences inférieures. Chaque séquence initiale doit étre combinée avec toutes les
séquences précédentes afin de déterminer les points communs.ulLestaddors une double
somme sur la formul@&"Qo .

Pour obtenir | a par tposdiveewnnégativdaénctod suivamtest al eur
utilisée:
N~ Qb o 7
QL © n~r 2 a .
Qa € ®@h w T
-lafonctiono’Q@d ournit | dentier sup®rieur

-lafonctionQa ¢ @ f our ni infériedrent i er
Par exemple™Q0 Do v 1,et’'Q0 Qtlob v T.

Le graphigue edessous montre les calculs a réaliser pour dénombrer les NINP pour un

nombre impair de 195, c'est a dire dans l'intervalle [0 ; 195]. Les valeurs de kmax et jmax
correspondant a cette valeur Ni=195 sddit: w@t'Q =5. Les flebes correspondent a

un calcul permettant | a recherche des points
fleche et les séquences précédentes.
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Ces calculs sont réalisés pour toutes les valeurS@edent la valeur de la période est un

nombre pemier.

Les valeurs de €» dont la valeur de la période 'Q o est un nombre composé sont

mar qu®es doune cr oi x cAatremdntit, esacrox sul le graphegeet p a s
correspondent@YQ m
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S—l{,ﬁ:"tl .:'.='_ ':'.=_ o= W =
Nous souhaitons avoir le nombre ge points impairs non | Cas 6: On.part de jmax=5
| premier (NINP) entre 0 et kmax=96. 1- On compte le nombre de poin
; 2- Puis on va enlever les poi
jmax 1 = : - W .
S-J—Li“'n On a donc jmax=5 et donc on ?,nmptc jusqu'a GWS. , Cas 5: j=4 Py
3 * o - - x ot
A (N est done égal & 2 *kmax+3=195) I-On compte les ppints de In
J - 4411n
i ) - 2-Puis on enléve les poj
R Cas 4 =3 - avec les suites
4+11*n 3 on-fie va rien faire, .-’ )
13 s )
- cdr cet ensemble ¢
. point est un sop
. : o ensemble de la
Cas 3: j=2 N 3n
310%n Gn compte les ’
i3 points de b suity
2+7Tn et on
| les points cofimun
Cas 2: j=1 . avec la sui
2+7*n On compte les - points
< "|de la suite 1+5
enléve les poi
J{commun avey la suite
_?I:rl
j'alGW0 ]

Cas 1: j=0, on mlmptc les points
de la suite 3n.

» k

Figure 2 : Ce graphigue montre les calculs qui ont été effectués pour obtenir le nombre de points NINP entre j=0 et jmax=5. Chagpesiecie un
calcul a effectuerTous les calculs a réaliser sont représentés.

Le graphique cilessousndique les valeurs daéteurHi] ‘HlfH pourlesséquence«

dont les points communs av:

sont recherchés
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. — - -
’ _,Cﬁs 6: On part de jmax=35

* 1- On compte le nombre

2- Puis on va enlever

pour j=5, on 4 un nombre de point egzl a Nb(5.96)

- ¥ -

Il faut maintenant enlever les points qui ont déja été comptabilisés avec les
suites précédentes correspondant aux valeur'de j inférieur a 5. )

D'ou le calcul simpl,iiiésui\-'ant: (A(i) correspond au nombur -de points du nive:

Nb(5,96) +(-1/3)* A{1)+(-1/5)* A(2)+(143*5))*A(3)
H-UT){A@)H((-1/3)* A(S)(-1/5) " A(6)+(1/(
+(-Ifl l)*{A(8)+(-lf3)*A.(9J+( 1/5)*A(10)

H-UF)PIA(12)+H(-1/3)*

SN*A(T)}
J(3%5))*A(11)
3)+(-1/5) A6l

FES) AL

GWO

I
20 40

30 100

Figure 3: Ce graphique montre les calculs qui ont été effectués pour obtenir le nombre de points NINP pour j<Ehaque fleéche représente un calcul a effectuer.
Le graphique edessus indigue la maniére dsaht comptabilisédes points correspondants sskquenceg=5.

1- On comptabilise le nombre @®ints entre 0 €04 pour laséquenceéQ vdd o % | é IMPEt eur
2- On commence par enlever les poicwsnmunsavec laséquenceQ T, autrementlit les points multipled e 3 d o6 o %/3l e facteur
3- Puis, de la méme maniére, on enléve les ponsmunsavec laséquence€Q pd 6 o % | el/5fMais it fautupouter les pointgommuns

avec | =@enpviveclaGayuence precédetté o %2 | e - act ext.r
4- Ainsi de suite &
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Le nombre de calcshugmentexponentiellemerdvecle nombre <, mais la plupart de
ces calculs somton pertinentsomme expliqué dans fgochain paragraphe

L6objectif de cet exemple est de muonetle er | 6e
nombre de nombre impair non premier (NINP) contenu dans un interudiie , ainsi que
| 6organi sation et | a structure de ces calcul

L'exemple de dénombrement des NINP porte sur la valelirégale 3 w.l.'ensemble des
points NINP di#imewstcioimpttearbvidlilse®. Les v@teurs
| 6 &dand 6 e sV, aaureN=195 sont alors les suivantes

.0 O
Q ’QUQC— waQ

N .. WM o
Q QUQC— )

Le calcul porte donc sur leéguenceske compri ses dans | 6interval
prendre en compte pour chaque séquena&@ «sont compris dans | 6inte

Pour chaque séquencg x les points obtenus sont donnés par la formdenQ Pour
toutes les séeences dans lintervalletQa &, de dénombrement des NINP est la somme
des points de chaque séquenge «Cette somme correspond a la formi@&w) suivante:

"0"0w0 “Ya nQ

Note: La fonction de primalitéQ"YQindique la primalité de la période des séquenges «
La p®ri ode djoearespoadaqiunembcegremier si et seulement si

nQu Y’;‘Q p )

1- Premiére séquencg=0

Le calcul des NINP delpremiére séquenest limité au termé G @Qa ¢ oEn effet, il
nbexi ste pas de s ®q u ealorcpasyde int®oor@ncuesra redrer . 1 n

(@}

Yarmmu 0 ofQa 0w 0 orwe oo
Cerésultatest pris en compte cR"YiQ p.

2- Deuxiéme séquencg=1
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Le premier terme donne f@mbre de pointsde laséquede o0 %2 | e r ®sul t at sui
0 0@EQE w0 oplwe ¢ T

Le deuxi me terme fourni |l e nombre delepoints
résultat suivant :

Q'QL G i@  "QQU ¢ i gz 6 G OWPAYO® QB p

Le paramétréYc wcorrespond au tableau passé a la fonction qui contient la liste des
séquences a prendre en compte dans le calcul.

Ces points sont ° enlever afin de ne pas | es

Lenombre«l»aj out ® © |l a fin de | a fonction est |
est lié a I'ajout ou a la suppression des points, c'est a dire a un résultat positif ouledgatif
fonction Le résultat étant ici négatif, on ajoute alors la val@u€Cepedant cette valeur est
ajoutée a la fonction si et seulement si la fonctiolm 08 est non nulle
“Ya rp 0 oplw e "QQU d §phr
Note: Nous avon® & bw¢ph it 6 & 0Qa chi@dn R ¢ i. ba formulecomporteun
quatriemegparaméetranomméLast”. Ce parametre correspond a la séquence ayant la valeur
«j » la plus petite. Cette valeur est retirée du tableau pour étre positionnée en dernier
parametre de la formule. Ce parametre est ajouté pour améliorer la présentation des résultats.
Il s'agit de laméme formule que celle présentée au paragraphe prédédesitet,La table
4 A @ E ne contient pas la liste compléte des séquenges la séquence ayant la valeur
«|j » la plus élevée correspond parameétre Qa». La séquence ayant la valeyrxla plus
petite correspondu parameétre kast». Les autres valeurs des séquences sont dans la table
Tab[r][.Cel a per met de visualiser | 6®volution de
| 6i mpl ®ment ati on informatique de | a formul e.

Le calculpour’Q p est pris en compte cR"Y[Q p.

3- Troisiéeme séquencg=2

Voici la liste des calculs a effectuer pour I'étude de cette troisieme séquence:
- (A) On calcule tout d'abord le nombre de points de la séquence j=2

Puis on calcule I'ensemble des points communs entre la séquence j=2 et toutes les autres
séquences j comprise entre Ae€C'est a dire pour toutes les combinaisons des séquences |
avec la séquence initiate2:

- (B) On calcule le nombre de points comra@mtre la séquence j=2 et j=0
- (C) On calcule le nombre de points communs entre la séquence j=2 et j=1
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- (D) On calcule le nombre de points communs entre la séquence j=2, j=1 et j=0

Le premier termé& @ ®Qa& ¢ @onne le nombre de points deskquenceD6 o % | e r ®sul t
suivantpour j=2:

o) 0 0@Qa dow 6 ocwe pT

Le deuxiéme term@& Q0 dp g fourni le nombre de points communs entre la séquence j=2

et | a s ®qukkEnsubatsuivadt: DO o ¥
6 Q00 A dhi@ QQO ¢ et -z29 a bwdigh f
avec représentant un tableau vide

Le troisieme termeonnele nombre de points communs entre la séquencetjie?
séquenceg=1 et j=1, j=2.
6 "O0d0d dREYH WD Gi o00wER o 228 @ vo kR fp

Ce terme fourni aust& nombre de points communs entre j=2, j=1 et j=0. En effet, ces points
font partie des deux termes précédents. lIs ont été enlevés deux fois. Il est donc nécessaire de
les ajouter. Le résultat est donc comme attendu positif.

P e
ZUZoauw@;hphn

0 Q0 wghp bt >
D6o% | e r®sultat sSsui vant
YaQ 0 o@Qd Hd o "QQ0 & i@ "QQIQa ch@

Yo rg 0 0 0 O

D6o %
o Pow o o e P o e P e
Y& g 0 wChw @ azoauwdp;h hrt Gzoauwdp;h hp GZUZoaqua;hp hrt
La fonctiond 0 'Qa ¢chiQdi'Y it correspond aux termes suivants
5 P e v TN e~ Y p w7 DGR A p w7 DR S p w7 o .
0 Vw@hYow et Qo EZO G Vw @ha Qtod GZO a vwdha Qlp 6 O'ZUZO G vwiwhp ht

D6o%» de mani re g®n®riqgue

Gobddﬁmdﬁ'véﬁtﬁniﬁmpv o ) ) o - 5
"OQ0 & dQdn  QQUQE QYO @ "Qifpd ' Q'QQIQ4 hQdi Y it "Qifld Q
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Le paramétre @ "Qi» 6ofespond a la liste des séquences, @autre que [0,1] prendre en
compte dans le calcul.

Cettefonction se retrouvdans le calcul de toutése s s ®quences Ssui vantes.
récurrent.

Le résultat de cealcul est pris en compte c&'YQ p.

4- Quatrieme séquencg=3

Le cal cunécesséire at pasvaleur de | a p®riode de ¢
nombre premier. Le taeurQ'Y®le st ®gal :© z®ro. D60 Y

Yarip 2’ QYR T

Le facteurQ'YQd ®t er mi nant | a primalit® de jhast val eu
calculé avant le factelvd fQaf in do®viterl des dal tal mpl @men
informatique de la formule
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5- Cinquiéme séquencg=4

Le facteude primalité€' Q"Y' Qest présenté dans le calculdeissousfin de visualiser la simprlﬁgaliﬂu_d_eﬁ_ca{cqlsand"Q"Y’Q U
1 3°™ terme
Smp(4) =N'b(4__96) - ?ﬂ‘l[ ] -_'—‘amw[:kmaz: 4, [ ]: |}:| : %
—%-ﬂ'jl:l]-.‘-\mw(kmas:-l-: [1.1) +5 rrj(u)%-rrjtlj-_m-m(mas: 4 (1], 0) Caos 2
Y S . , 0y n ey
—T-ﬂ'][_}-l\_—‘;mv-l:}.mas: 412+ N fTj(0) Amw(kmax. 4. [2],0) Y QOB &
(1) Amw(imas, 4 [2], 1) + 5Tj(0): €T} (1) A (fmas, 4, [1,2], Dj]]
(o o
% fTji3): ;—\mw(kmax: 4113 +i—% ATj(0) - Amwikmax, 4. [3].0) '
Vv ¢ —%-frj[]:l-'—"amw(kmas 4 [3].1) +%-frj[ﬂ)-l-ﬂ“j(l)-%wm[kmas 4 [1, 3], D)]+
1 1
1°" terme 2|eme terme —Tv-ﬂ"j[: -"m'l‘.'«[k:rrlaﬁ 4. [3].2 |+ —?1 fTji0)-Amw(kmax, 4, [2,3]. 0} 1 1
—?-l'l'jl:]:l-_'-\mw(kmax: 4 [23L1)+ ?-ﬂ'j[ﬂj-?-l'l'jlz]:l-_ﬂm'm(kmax: 4,[L 2, 3] D]]]]
0 OFEQA @ @ Q00 2QYIR 8

Les facteurs de primalité sont égaux asauf pour j=Xar’Q'Y& T Les calculs possédant iaeteurmultiplicatif "Q" Y& peuvenidoncétre
ignorés
L6é6i ntr oducl 08 nanslaformuetpérret de simplifier son écriture.
D6o%% |l e r®sultat suivant
Ya rx 0 othoe 0 0Qda chQda B cf
-27QY&Qz 6 0 Q4 duliYd oy 0 0Qa dukYo @i fn
Note: Les nombres «1 » et «-1 » provenant des bornes des intervalles sont liés au signe du résultat. lls ne sont pas présentés dans le résultat
mais ils font partie intégrante deftaction"Yd 1jQ Ils sontdépendants da fonctiond & 08 comme expliqué précédemment (Cf.
paragraphe 4.1)
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6- Sixieme et derniére séguendeb

Les calculs sont représentésieissous. 3eMme tarme
Smp(5) =Nb(3.96) '%'frj[ﬂ}-.'—\mwl:kmax__ 5.[10):
-%'fri(l)'ﬂmw(kmax., LU+ %‘%
_:f-fri[z}- [Amwl[kmax__ 3. [1.2) +[—%-ffj[ﬂ}-_-%mw[kmax__ 5, [2].0) Cese nQ
1 ( r —%-fl‘i(l)'_'—‘amwtkmax_. 5, [21.1) +%-ﬂ'i(ﬂ:l'%'fl'i(l)':—‘xwm(kmax._ 5. [1,2], 0)]] r(_\; — :
-5 fTi(3) l‘_-'%mwl[kmﬂx._ .[1.3) +| -5 fTi(0) - Amw(kmax. 5, [3].0)
_%-ﬂ"j(l]'.-%mwl:kmax._ 5 [3L1) + %-fl’j(ﬂ)-%-ﬂ"j(l)-_&wm(kmaﬁ__ 5. [1.3]. 0)]+ & o
_%-rrj[z)- :Amw[mm 5. [31.2) +[—%-frj[{]},._g,mw[kmax_‘ 5. [2.31.0)
] %-ﬂ"j(l) Amw(kmas, 5, [2.3].1)  + é-ﬂ"j({l) : %-ﬂ"j(l) Awm(kmax, 5. [1,2, 3], 0) ] ] ] +
‘:T'fri[“}":—*m“'(kmﬂ-. 5014 +:‘%'fri[ﬂ}':—‘amw[kmax_, 5. [4]. 0}
_%-fri(l)'f‘-mv«'(kmax__ 5. [411)  + %-ﬂ'j(ﬂ]-%-t’[‘j(l)-_;\wm(kmm__ 5. [1 4], 03]+
l —%-fl’i[ﬂ'[.-"smw[kmax__ 5, [41,2) +[—%-f[i[{]}._,-:,mw[kmax: (2,41, 0)
4 -%'friil)':r\mw(kmax__ 5[24l1) o+ %-rrj(u)-%-frj(l)-_am(kmm__ 5. [1.2.4]. 03]]+
1¢" terme 2°M terme -%-}I;'[B}-[Amw[kmax._ 5 [41.3) +[-%-f[‘j[{|}._,.;mw[kmm__ 5. [3.41, 0)
¥ T Amw(kman, 5, [3.41. 1)+ 5T3(0) - Tj(1) Awm(lomax, 5 [1,3. 4] o)]+
0 OHQE O ® QLY 2QYR '_-lT'frj(ZJ'[Amw(kmax._ 5.[3.4].2) +[-%-f[‘j(g)._,._\mw(kmm__ 5. [2.3.4].0)
8 —%'fri(”'_-%mw(kmax_, 5, [2.3.4].1) + %-ﬂj(ﬂ)-%-ﬂj(lj-_&wm(mm__ 5. [1.2.3.4], 0)]]]]

D6o% |l e r®sultat sui vand etenneprenayénicdmpta que lesdacrimialiee " QiY@®difféfents de zéro.
"Yarp O ovlwe 0 0Qa hQd Yo o
-z2°Q'YQz 6 & VQa Yooy 0 0'Qa dhoh pht Fre

—27°Q'YQz 6 G 0Qa duvlivoat 0 0Qa duliivogh it -2°Q'Y&Qz 6 & 0Qa GeliYO d iy 0 0°Qa chebli Y @ighr Fr
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Ce tableau synthétide calcul donné précédemmeliprésente le calcul de la formuke &4 AR pour la séquence j=Bette formuleournit

les facteurs multiplicatifpermetantd 6 o bt eni r

multiplication des différents facteude la formule.

| e commun& endevedoal a goniter ert fenction du signe résultant de la

E"HA | [
T WA HIR 2 HRG HHT  z=o 08 Ce tableau fournit les
o valeurs dda
_ & formulesuivante
> mrToy T phQi Ui Wwe o Qi o o
& 5 OYROD & ol ) QB0 E o 0I0G6 O 4 KR
i 6  avecd = nombre de combinaissnde i éléments dans p élémes.posesd s PlE
v | valeur — [Q p ‘Q ¢ ‘Q o Q1 ‘Qd & Gy avec imaxdl
0 p
o
1 P o
v ' o P FE4 KO
d'oule
nombre de /E4 KA oAl P
points pour (2 Yowe o
j=5 est égal _z
a2 correspond au facteur
U Pour r=1 multiplicatif permettant
AvhQ d'avoir le nombre de points
Tab[1][0] =1 identiques a enlever ou a
_ ajouter en fonction du signe
Tab[l][1] =0 résultant de la multiplication
des différents facteurs.
. 2 P
(=5 X | o] s q [ p
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correspond
a’Q dans
notre
exemple)

Pour r=1
/4 [OR P, P P
Tab[1][0] =2 X v o
Tab[1][1] =0
] Pour r=1
AE4SOR P rabmiol =2 d 6 0 ¥
- Z — -
Q"Y ol - YO @ T
Pour r=2
Tab[2][0] = 2 Tab[1][1]]=1 d 6 0 %
Tab[2][1] =1 g
QY Gyptfp - eE T
4 [OA ¢ R
< Tab[][2] =0 d & 0 %
- Z —
"Q"Y(.O[JE _ W
P c . Ce cas n'est pas calcutér la
w | 5 P I 6 o 6 P périodegzQ 0 wde la
o ° o séquenc@=3 n'est pas un
PP A B P P P R o P, P, P P nombre premier.
A4 fOA ph /4 FOA ph P c A4 fOA ph 5 < : -
Ajout du facteur de primalité D6 CQ'Yo2 T
- - A4 OA A L. 2 L
w X (o] e e s
4 fOA pHl 2"HR4 ADT
A4 FOA ¢hl .
§ E4 FOR off P, B, B
w X v z z z z z
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QY™ ﬁ» g QY
A4 FOA ohl Qi Vi ©oQ o
Qi 01 @4 MOO
- Z —_

4 c . . Attention: on a urniableau a 2
L l o) . T |l o) . 0] | o) . T [ 0 P lentrées:Tab[1..rmax][0..i]
ppP

U R P, P, P, P . ) ., 0
/4 A)ﬁ\ ﬂ z E z E
o, PP v ° /E4 KA ch L, P, P, P P . p, p |RemargueTous lestléments
PP oo PP @ x [deB /&4 AR dans
4 kA p. P, P 0 0 0 N lesquels il y ala valeur -,
E4 OA cA PP X v A4 OA ofi =~z 2 Zz I
pp ® X o ne seront pas comptabilisée|
E4 io P, P, P o 0 o o p En effet, le facteuiQ"Y&est
— z - -z Z oz Z oz = , N ,
PP @ o /E4 FOA T pp w X v égal a zéro.
iOA o E4 KR P, P, P ; AT = Cetteséquence de poings3
A4 FOA ofi op  ® o |Note Laformulede primalitéHn ¢ R s?)u«ansembl?a i
donc seule pre_m|er calcul est pris en séquencele points j=0 car la
—z - E4 MR P, P, P |compte pourr=1. période de j=3 est de 9 ce q
pp ) v o S >
Cependant, la multiplication des est divisible par la période d
PR o ‘o =0 qui est égale a 3.
/4 FOA Th . P p p |périodesp F Xz ULz 0 estsupérieurs
EA Folh —z =z = | -
pp x l|alavaleurQ , donc ce
—z - pas pris en compte.
Q 1..eC. |mm valeur Q p Q ¢ ‘Q o on continue jusqu'a j=0.

Tableau4 : Tableau de synthésexpliquant la formule "Hi| 'HIll pour le calcul du nombre de nombres premiers entre 0 et 195 pour &quencd=>5

Cetableaumontgue | e nombre de cal cul s augment endeladaeuduparamétre 8 » Enxeffega nent i e
la valeur du parametre'@ est équivalente a celle du parametrp
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Cependant, le termz 0 a8 permet de limiter le nombre de calcul a réaliser avec le
parametre «». Le nombre de facteur multiplicatif, autrement dit le nombre de période a
prendre en compte, est lié a ce parametre. Poyp, deux séquences et donc deux périodes
interviennent dns le calcul. Pou2 &, le nombre de séquence a prendre en compte est égal
ad p.Lavaleurdutermé 0 a8 est nulle sila multiplication des périodes, fournie par

le termed ) B , donne une valeur supérieure a la val®ur . La multiplicaton de

nombres entiers génere une valeur qui augmente comme une fonction factorielle ce qui limite
de maniere importante le nombre de calculs liés au paranm&re «

La formule FGW(N) () donnele nombrede NINFMans | 6i nt.ervalle [O.

Dans I'espac®/, le premier nombre impair étudié eshlanbre« 3 ». Dans l'espacH, le
premier nombre impair est lmmbre« 1 ». Donc, dans l'espadg, la formule’0"Ow) est
augmentée de la valeur "1" pocomptabiliser le nombre impail » qui ne correspond @i
unnombrecomposé, naun hombre premier.

o o~ AT HQ l"l,I
Ry 5T :: v, e o ] h’n oy o T YO e S, ',:: o~ S
O'Owv p LY WAQd ww i1 FQQL § A& QQB xx 2 QVYMNAZQYQ
I Vo
11 by
u u @ & oo} Y
1- Paramétres de la formule:
N:valeurma x i mum de | deguelonesoukade coneaitrd la mombre dé&RI
N O A . . . , .
I a wwo i — i Il s'agit de I'ensemble des combinaisenge les sequences)|®.

kmax: valeur de) dans l'espac®/. Qa 06  — .

jmax: valeur maximum pour laquelle les calcatmt effectués. Cette valeur ésb i n dae x d e

. , " ' T~ 7w oarn N
racine carrée du nomboedans l'espac®/: Qa ww - —— .

Tab[r][ i]: Ce tableau contietés valeurs deséquencesj« pour lesquelles on doabtenir
| 6 ® ®me nle plus petit QPP Ce calcul est réalisé par la fonctiom (8 8

r: corresponga l'indice maximunte la premiére colonrgans le tablealiyéy © Q

La fonctionAE4EE correspond a un test de primalité. Sila vale# E o correspond a un
nombre premier, alors la fonction renvoie la valelrx sinon elle renvoie la valeurOws.

2FGW(): Francois et Geneviéve WOLF
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Répartition des nombres premiers| 1 & € i

ph Qi 0i &IMo Qiwi O®Q

QYQ 5 0f 51 ©dmo Qians o

AOAfonction donnant rhbee.Danalestfarnmlese aetteifonctiomest 6 un n
représentépar des crochets.[]

2- Définition destrois fonctions qui composentia formule 5 5 2 .

a Leterme£CKE | Afa A E donne le nombre de points communs entre plusieurs
séquences k». Ces séquences saltnnées dans le tableau Tab[r][i]. Pour une valeur
«r» donnée, on cherche le nombre de points communs entre les séquences fournies dans
l e tableau Tab[r][m] pour m compris dans |0

p
CZYOhE o

QG GE YD H Q 2QYROD & 20 G 0QE GEYOH Q p

Lorsque/EC X2 M4 A @ E est négatifpn soustraita valeur «1 » sinon on ajoutéa

valeur «1 ». Cet ajustement est lgux bornesl'unintervalle.Le nombre de points est
sup®rieuunidto® npar rapport aux nombre dbéinter
nombre doéintervall e. Donc esoustfaibonontajoudlen du si g
pointmanquant

1
j

iy V7

0 & 0Qa @YD Q

€

La fonctiond i B8 fournit le point commun le plus petRCPR entre lesséquences
données dans le tableaud & & pour une valeur k » donnée et poues valeurs<d »

compriseslans | 6imhQer vall e
B CZYOD & o o
C
Sid ) 0Qa ¥ w a Qd Galorsd 1 0Qa YD w o Qd @ bonc la
fonctiono & 08 1. En effet, sila fonction# D >@8 renvoie une valeur quiépasse la
valeur'Q , cela signifiequ'aucun poinh'esta prendre en comptians le calcul

8 1 006 Fiyd & a

Cela permet de limiter lesalculs a effectuelen effet, la fonctiodt D 88 croit avec le
nombre deséguencepassé en parametre, mais aussi avec la valesdesséquences

Donc, dés qué D 88 dépasse lavalel® pour une valeur &» et «m » données
alors la fonctio# D »88 continuera & étre supérieuitd  quand la valeur m »
augmenteLecalculs 6 arr °t e et on crosuvanttue avec | a val e

b- Le terméQ Q0 W& (1@ donne le nombre de pointsmmunsentre lesséquences¢| »
et «xp» Cespointsont” retirer du calcul .déo% |l e r®sul't
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Répartition des nombres premiers| 1 & € i

I~ Y rx , ey p © y, r %, 14 ey 4
Q'QL R4 ch ————20 G 0Qa dn
Ba h o @ p
La fonctionEC x®4 ¢h@) estnégative On soustraitionca cette fonctioma valeur« 1 ».

c- Le termel @ @Qd& & @onne le nombre de points générés paéluence | » dans
| 6i ntCetkmaxl | e

NMEOOQ ¢z Q o
czQ o

0 0@Qd G o p

La valeur «t1 » est ajout€ommeexpliqué précédemmeret ajout est lié a la valeur du
calcul suivant@ O w Q ¢z’Q o .Lenombre d » est ajouté au résultat seulement si
le calcul suivanfQd @ wQ ¢z’Q o est supérieur a zéro.

Note: La séquence & est définie par lformule «Q ¢2°Q ¢ z ¢ ». Les points obtenus
avect¢ Trne sont pas comptabilisés.

Remargue: Le nombre de sommascalculegénére un temps de calcul important du fait de
leur nombre élevé. Cependant, il est possible de réduire leur nombre de manie@nieport

En effet, si Q& G wd 1) 0 Tt alors on arréte le calcdes sommesuivantesLa fonction
# B8 croit comme une fonction factoriel La fonctiond ) 8 peutdoncrapidement
dépassela valeurE . Il y adoncun nombrede sommes a calcul&es inférieur a celui
théorique donnée par la formule

Pour avoir la formule finale, c'est a dire avoir le nombraatabres premiers ¢ | il faut,
pour un nombre N donngetirerles nombres pairguissoustrairdes NINP etenfin ajouterla
valeur «1 » qui correspond au seul nombre premier daint la valeur est 2 ».

~

"EOT T U CCHHHT T CCHNUEE LT THT T HN CHHDL I UHD 0 HT THT T CHHTEEE ETE

dl
EE S aae

Comment obtenir le nombre de nombre premiers dans un intervalle 4 0 # k! 0 4 o?

La formule cidessus donne le nombre de norsipremiers entre 0 €. S i souhaiteo n

limiter lescalcule n  ®v i t a deuxfods éafotmiulé” i 0sdecrw “ 0 & @ ples

fonctiols™Q QB et"Q" Q0 § doivent étre modifiéed es fonctimsdoiventprendre en

compte la valeur limitele calcufQa ‘@our | a borne mi MiGriRt@elade | 0
permetainsid 6 o bt e ni r nontrespoemiers entdedievaleurs entieres positives

O & Q30 & ¢ cen évitant deéaliserdeux fois lesalculs degacteurs/E4 ABR  ainsi que

ceux concernarles tests de primalitdes séquences@ avec la formuléE4EE

Ces modifications sont algorithmiques et ne fontgaatesdé 6 obj et de cett e ®t
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Répartition des nombres premiers| 1 & € i

Conclusion: La formule du dénombrement des nombres premiéise st obt enue |
de la formule de dénombrement des nombres composeés. Cette formule théorique est
expliqu®e et d®montr®e ~ | 6aide des ® ®ment s
uni t ®s de bW.se de | 0espace

L6i mpl ®ment at i cette formufe permetde faice le dien dndére la théorie et la
pratique.

5- Calcul s numérique s

Nous avons déterminé une formule nous permettant de connaitre de maniere exacte les NINP
entredeux entiers positifs quelconqusi appartienert a I'ensemble &k entiers natureN.

Un logiciel a été réalisé pour étudier les performances de cette formule.

Le composant mathématique (DLL) a été réalisé avec le logiciel MicroSdual Studio
2012e . Le |l angage qui a s estheianggeCi Optr ®medt et et B
graphique a été réalisé@vec le logiciel PcSoft Windev20 ».

Les ordinateurs cibles concernent des machin
Wi ndows XP et versions sup®rieuresentektsbal gor i
systemes 32/64 bit€ependant] a aussiété implémenté avec la bibliotheque des grands

nombres GMP ° | 6aide des composants MPIR et

Les calculs ont ®t ® r ®atlaves @dprogrammesadcifigee édie d e u
en C/C+:

- un ordinateur portableAPTOP avec les caractéristiques suivantes

V Processeursib M430 2.27 GHz
V Mémoire: 8 Go
V OS: Windows 7, 64 bits

- unestation de travalWWORKSATION avec les caractéristiques suivantes

Processeursi7 4790K4 GHz
Mémoire: 16 Go DDR3 2400 MHz
Carte mere ASUS Deluxe 7297
OS: Windows 8, 64 bits

< <<

- Algorithmeutilisantles entiers systemes 64 bits.
Nous avons testé la formule pour les valeurs suivanteside:
Note: Les calculs qui n‘ont pas été réalisés sont notés par un {iset
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0QARDOADEHBEIQN & QA D E ¢ Q

LAPTOP WORKSTATION
1thread = 3threads 1 thread 7 threads
p T 5761 455 125 78 47 0
p Tt 50 847534 1045 530 406 110
p Tl 455052 511 9 406 4415 3750 953
p T 4118054 813 85 535 40623 34 375 8 437
p T 37607912 018 781 222 365323 314 781 77 969
p T 346065536 839, 7220725 3446077 3020 281 707 672
p Tt 3204941750 802 - 32246966 - 6510 422
p Tt 29844570422 669 - - - 62441 219

Tableau 5 : formule donnant la répartition exacte des nombres premiergn 64 bits

Le temps de calcwduit une fonctiorexponentide par rapport a la taille du nombbecomme

le montre la figure edessousCette figure corresporalla configuratiordu LAPTOP avec 3
threads.

Nous avons représentégure4: logarithme du temps de calcul en milliseconde en fonction
du logarithmedunombre s ur | 6axe des absci slseetl sukrogan
des ordonnées le logarithme du temps de calcul.

Léaj ust ement des poi ntawcua coefiiemtrdencorrélateon éigaderamu | e
0.999997

0QARWOADHI QN & Q QUBEEBAMP Ppp PTT Y AYPTIE TV PX O

— - — - — - — : —
108 10° 1010 101 1012 10
N

Figure 4: logarithme du temps de calcul en milliseconde en fonction du logarithme du nombre N.

- Algorithmeutilisantla bibliothéque ds grands nombr&aMP.

Nous avons testé la formule pour les valeurs suivantes)de
. 0QANRDWOHaE;I N Qi NwE € QF

LAPTOP WORKSTATION
1thread = 3threads 1 thread 7 threads
p Tt 78498 109 842 47 547
pm 664579 733 1202 359 672
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0QARDOUDEHEIQU & QU NOE & Q)

LAPTOP WORKSTATION
1thread = 3threads 1 thread 7 threads
p T 5761 455 5959 3900 3032 1375
p Tt 50 847 534 54 007 29874 27 406 8 156
p Tl 455052 511 500 451 261458 253 328 71 609
p T 4118054 813 4741230 2357050 2510 000 694 125
p T 37607912 018 - 21837160 - 5888 969

Nmin

Tableau 6 : formule donnant la répartition exacte des nombres premieravec les grands
nombres

Nous avons pris en comgdgeconfigurationrdu LAPTOP avec 3 threads pour définir une
formule déterminant le temps du calcul en fonction du parameétre

L6ajustement des

0.9999991
0QARDOaDHWA QU QOEBARAMPC POV TTLVLAP YT CYTT @

p 0 i n tawec ua coéfficient deicorrélagion Bgale anu | e

Avec la bibliotheque GMP des grands nombres, les performances sont environ 56 fois plus

faibles.

La durée de calcul esbnction duparametra) . Les temps de calcutemps(N)évolue de
maniéere exponentielle @n'Qa i 02 & avec L la taille du nombré et® o vlLa
constante C est fonction des performances de la machindaditufairie utilisée (64 bits ou
Grands nombres).

52z# A1 A0l :Kdculdand ugintervalle 40 iRl OFe

La formule* 0 a été optimisée pour calculer le nombre de nombres premlers dans un
intervalle § & "®& & & aCette formuleoptimiséeest nomméeé 0 & & & O

Nous allons vérifier la perfarance de cette formutmtimisée O & "@& & & ¢par rapport a
la formule non optimisée 0 & O “ 0 a Q¢

I S ®
Nous avons testé la formule pour les valeuisantesies bornes déli nt er val | e
00D and

Léoal gorit hme wutil est celui avec | es

Nmax “ 0 & @8 a O

ent i

0QARDOa D&HIQN & Qi QOE & QQI

LAPTOB threads WORKSTATIONhreads
“Hadon “tadEada 0dOon “0a"®dadd
“0aQe “0aQe
Up 1 p Tt 9 701 355 936 905 188 187
Up 1 p Tt 87268857 8 658 8034 1828 1734
Up 1 p Tt 792995567 79826 74740 15 734 15 328
Up 1 p Tl 7266528491 685140 674688 143 610 140 859
Up T p T 67055466 028 6226015 6313173 1283 109 1287 985

Tableau 7 : formule du nombre de nombres premiers dans un intervalle
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La for mu
r ®sul t at
figures.

Nous avons testé la formule pour les valeurs suivahes

0o @G

| e

S montre

0 & B a oo

opti mi s®e

nt

per met

bor

d 6 Cdpendantgds u s
st pas la plus perffarmante daes toasdess casndes ® e

nes de

per f

0 QAaRDOAD&HEIQG & Q Qe & QQI

LAPTOR threads WORKSTATION 7 threads
“laO® “ladEada 0adod 0 a®dad
“ 0 aQ¢ “ 0 a0

wiop T p T 482825 998 951 234 234
wf8op T p Tl 4343734 8 986 8 362 2032 1984
wfop T p Tl 39488032 83023 75551 17 265 17 984
uf8op TT p Tt 361977421 738041 681007 155 969 161 875
o8op TT p Tt 3341312290 6692521 6223925| 1434656 1512 547

Tableau 8: formule du nombre de nombres premiers dans un intervalle

La formuleo p t

i mi s ®e

configurationdu LAPTORCependant
pas la plus performanterec la configuration de la WORKSTATION

ces

Le calcul pout 0 & & cet le calcul pout 0 & "Q&onduit a réaliser despérations
identiquegels que la multiplication de nombres premidss formule optimisée permet de
mutualiser ces calculs réduisant ainsi la durée du oglicbél Cependant, cette formule

optimisée ® n

r e

des

cal cul s

de

calculs augmentent la durée globale du calcul.

I @ la barneé mieimuanf e

per met eehdndyermesdB.pobaveslaper f or mant

r®sul tats montrent

doéar

Conclusion: La formule optimisée pour les intervallegstpas systématiquementpéus

performanteCela dépend de la valeur des bornes et

le nombre de threads

53z# A1 AOI
La d®t er

| a

configuration

de

AO OAT ¢ A6 @uel dstild nAmOnbmide®iier A20

mi nati on

du

rang doéun

nombr e

la méthode de dichotomie avec la formtile définie dans le paragrapBeFormule

FGW(N) pour le dénombrement daso mb r e s

Lesbornesde l'intervalle pour une recherche pogin

de dichotomie sont défies par:

Borne maximunjl] pour&

Borne minimunm{2] pour&

Ny paged0.e

ifeme

pa

gz 1 1¢ ax g zp  ppzl N
¢
dz 1 adme zop

rs

" (

Ta &

premier

nombre premier avec une métte
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Léal gorithme utilis® est celui avec |

Nous avons testés performances de cet algorithme pour les valeurs suivdetes

€es

RangN  nombre premiede rang OQARDOaD&HQ & Qi Qbdé & QY
N LAPTOP WORKSTATION
lthread  3threads 1 thread 7 threads
p T 15485863 530 312 234 62
p Tt 179424673 5912 3011 2422 625
p T 2038074743 66 222 32386 26 578 7 000
p Tt 22801763489 761160 361938 303 344 76 844
p Tt 252097800623 8269051 4057290| 3382718 901 266
p Tt 2 760 727 302 51 -| 43416700 - 8944 906
pT 29 996 224 275 83 - - - 94813 359
Tableau9: Temps pour calculerlemng doéun nombre pre

Résumé
Caractéristiques de la formu®Owd
a Avantages

- I'ensemble des calculs s'effectue | 6 avalalirs entiéees,
- les calculs sont indépendants et peuvent étre parallélisés et distribués

- Il 6opti misation des calculs a permis d

effectuer
- Il 6al gorithme ne n®ces JRAMepimportase del n e

b- Inconvénients

ent i
mi er
e |

ressour
| 6ordiLmatm®umo. re de | 6ordinateur ndest

- il est nécessaire de connaitre ou de déterminer les nombres premiers inférieurs o

égaux a la racine carrée depour optimiser le calcul

- il estnécessaire de réaliser des calculs pour chaque nonepngepcomprisdans
| 6i nt e;AWNg I, e [ O

- la for mul e pliquerpanegramsarombseéadetemps de calcul
augmentexponentiellement avec la taille L du nombrele temps de calcast
proportionnel ag v. Le temps processeur est le facteur limitant du calcul.

pas

Conclusion: Nous avons déterminé une formule permettant de connaitre de maniérdaxacte

répartition des nombres premiers. Cependant, les temps de calculs augdentargére
exponentielleavec la taille du nombre a étudi€ela limitel 6 ut i | i sati on
| 6acc s aux grands nombres.

de
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Lasuiteded ®t ude consiste 7~ d®fi fAibrafuinre o dahbrtud rei ra
temps de calcul plus performant.

6- Fonction approximative de 1

La descr i pt\Weshdomhed nl s6 el sepaanciée tieebrie des nombraspairs-
8i me pr obl»[3hafind'éppréhkender autmielxdémonstition de la formule
approximativedé¢ 0 hl a not i on dénaledpac®, est imtrotubessdgessous.

Pour chaqueéquence ', un point remarquabl®©ao "Q estdéfini. Les points remarquables
sont décritgparla formule suivante

0O 0V ¢z QozEdLROTQ p
D'ou
VAQ p 00w M0 ¢z2QozQp ¢zQ @zQ o avecjoo.
Or dans I'espads, un nombre impaid "‘@écritcomme suit) Q ¢z Q o
D'o0 un point remarquabl®w ‘Qdans I'espach s'écrit:

0MOQ ¢Z200Q o0 12Q peQw ¢zQo

Chacun des poinf®®™ Qc or r e s p o nd, N, auzaré duh Gomisreimpaia
distance entrdeuxpoints remarquablesnsécutifs moins une unigstappeléeaunité de
base:f] "H'li .

Cette distancest obtenue pda formulesuivante™Y'QUQ ¢z ¢z Q o p.
D6 0:¥6 CxE T1ZE .

Chaque unit® de base est constitu® doéun nomb

baseplusd¢eé, car | e nombre de points qui constit
sup®rieur doéune unit® p Rarexenplp,pivrpointssont nombr e
n®cessaire pour c¢cr®er neuf intervalles dobune

D6 datformule suivanteb @ Q 5Cx¥ p 12Q ¢ 12 Q (.

Le graphique cdessous représerts premierpoints remarquables ainsi que les unités de
base associées dans l'espate
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» L
Zu L'unité Ugw(j) correspond i l'in‘tuf“\-'allc
entre|2 points GWj. A chaque séquence Espace W
4+1 '.rn_ ) arithm('t.iq’ucj correspond gn’pnint G\':"j. |- . -
Cette unjte n'est pas constante, elle croit LT
avee la valenr j. -1 pr
' J .'i‘ ol a /_.-"fj
30k ; .t k(j) .-+ f
E QJln_ g . /‘,.!., j,-" r..ﬂ*__.___
i

GWO /" || L e e e e

0 T 1 — |Hv'| R S o e e e e o B e B NS AN R s S B s s S e B S S B
2 4 6 8 @ 10 11 12 15 14 15 16 17 18 19 20 21 22 25 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
k

SRS

z

Figure 5 : Représentation duschéma de base« ; zs »etde
| uni t® de base Ugw(]j)

Cette unitéle baseermet de mesurégs propriétés des nombres premi&is propriété

étudiée concerne la densité des NINP déftomme le rappoH 00 & b Ot

L 6 ®v o may¢énheden valeurs mesurées au sein des unités de base est stable. En effet, on
observe une évolutiomoyennequi suit une forme mathématique logarithmique. Cependant,
localement les valeurs oscillent autour de la valeur moyenne.

Afind 6 ®vi t er c e & néressaireldé definir umenp&riodeiproprette période
propre correspond la multiplication des périodes des séquengessous les conditions
suivantes

- lavaleur de Ipériode ¢2°Q ¢ doit correspondre &nnombrepremier

- les séquencesj® sont inférieures ou égales alaséquent»de | unit ® de &
5CXQ douQ Q
Nous all ons ®tudier | 6®volution du nombre de
au nombre de nombre impair premier (NIPJ.densité étudiée est alors le rapport suivant:
NINP / NIP.

6.2 z Formule approximative de la répartition des nombres premiers

Si l'unité de basae posséde plus de nombpesmiers a partir d'un poifd® 'Q, cela signifie
que toutda dimensiork 'Q» estrempli & partir du poiniOw "Q En effet, une séquence®e

vi ent de nQsouscdndition quedagp&riede de la séquence soit un nombre premier.
Si la densité des nombres impairs non premiers pour une séquencdaenné est égale a

Auteurs : Frangois WOLF et Marc WOLF mathscience.tsoftemail.com Page48



Répartition des nombres premiers| 1 & € i

100% alors les valeurs suivantes d& nodoaugment eront pas cette d
plus de nombres premiers-dala de cette séquencE& .

Or cela n'est pas possipar il a été prouvpar Euclide 4] qu'il existe une infinité de
nombre premierl y aobligatoirement ummu plusieurs nombres premiers dans chacune des
unités debase’Y " QU'Qcomme démontré au Chapitre 1[3]

A | 6aide doéun al golreitt rmea, ifs®u raryie tedM®Garird X e M/
propriétés de la densité des nombres prersigrprésentée-cessous

Etude numérique du taux de remplissagale la dimension «k ».

Lesformules suivants permetentde calculer les point©w Qdes unités dbase’Y"QUQ

Avec:

OCwQ ¢z Qp pmQp pp

5C¥ '7Ep '7E p

Un algorithme a ®t ® d®vel opp® avec | 6outil N
nombredmpairspremiers (NIP) et des nombriespairsnon premiers (NINP) ainsi que la
densité des nomées impairs non premiers NINP/NIP.

Les résultatsont présentés sous forme de graphig@edessous.dFigure6 représente
I'évolution du nombre de NINP par unité de ba6@®U0’Q LaFigure7 représente I'évolution
de la densité du nombre de nombre impaimposéar rapport au nombre de nombre impair
premier dans une unité de ba¥&QUQ: NINP / NIP.

NOTE: Les mesures ne sont pas cumulatives. Les mesures sont réalisées au sein de chaque
unité de base indépendamment les unes des autres.
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* Résultatconcernantévolution dunombre de nombsgmpairs
nonpremies (NINP) contenu dans les unitée baséY " Qu'Q
Nous admettrons que le résultat suit I'équatione droitedd Az @

47000 o

Un ajustementfittage) de courbe par la méthode des moindres caserstalise
D'oule résultat § ¢ & D@ "OOPOD &€ TMDD D IVRUQ o FQ  wwwens

46000 o

Le coefficient de corrélation est égal a 0.99999

70000

T T T T
12500 2600 12700 12800 12000 13000 13100

60000 4

ZOOM

30000 4

Nombre de NINP

40000
30000
20000

3.61-j

10000

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 5000 10000 15000 20000
i
Figure6:Cour be repr ®sentant | 6®vol ution duUgwgmbre de NI NP dans chaqu

Le nombre de nombres impairs nuemiersNINP dans une unité de base Ugw(j) peut &tre approximé par la relation suitamté "0 n
o QDans | 6i0n20@Y, enaobseneslelixchangements de signe quand on étudie la différence entre le méelloiepointsNINP
et la formulel ®¢ T8 n

L'évolution du graphiquei-dessousnontre que le nombre de NINP augmentent plus rapidement que le nombre de NIP dans une unité de base.
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NINP /NIP

Les nombres impairs premiers se raréfient par rapport au nombre de nombresrningpairs pr e mi er s ( NI NP) quand | a v
Cependant, le nombre de points NIP augmente au sein des unités de base quand 'unité de base augmente, autremewaléigjand la

augmente.

* Résultatsd e | 6 ®v capportnombre dechembre impaiomposé (NINEFhombre de nombre impair premi@tP) contenu dans les
unitésde baseY"QU'Q Ce rapport correspond a la densité paatsNINP dans les unités de base

. In(j+1)

495-|1— )
(1+In(1+In(j+1)))

(Il +mij+1)})

(In(j+1))
" ,0.97
In(j+1)
4
2 o1
1 1 : ] “ “ “ ‘x‘m) lXD‘DD lx)‘DD IEJ‘I)I)
0 . . . . I . . . . I . . . . I . . . . |
0 3000 10000 15000 20000
j
Figure7: Cour be repr®sentant | 6®volution du ﬁlap"pquand«jixlaumdtel\llP en fonction de |
Le graphique montre une évolution logarithmique de la densité des NdNP.v al eur mesur ®e de | a densit® o0sc

locdement. Maid 6 ® v odlobate ideolandensitguit une formdogarithmique.

Cette oscillatiorde la valeur déa densité des NINBstexpliquée au paragraplie Périodepropre des nombres premigpages7

Auteurs : Francois WOLF et Marc WOLF mathscience.tsoftemail.com Pageb1



Répartition des nombres premiers| 1 & € i

Analyse des résultafgésentés sur les graphiques précédents

Cette analyse conduit au calcul approximatif du nombre de nombres impairs non premiers
(NINP) puis du nombre de nombres premiers dans l'internvall® "Q

Dans l'espac@/, pour un nombre impaili “@onné, nous connaissons les valeurde (eb
Q4 o

s wmee VQO
Qad wwQ

La valeur maximum podest: | es calculs sur | 6axe
Mo Qo
C

Qa HiQ

La fonction suivante fournit la valeur du point remarquable GW()):

VO Q ¢z Q 9z Q ocavec.j O 0

Le rapport entre le nombre de nombres imgpaon premiers (NINPet le nombre de
nombres impairs premiers pour une valeur d® «lonnée (NIP est représenté par une
formule de type logarithmique

— 1 TQop (Eq 1)

On observe sur le graphiqgaelesvaleurs sont situées entre des fonctions de type

logarithmiquelLe paramétre ©@ poss de une valeur W@Eendant e
et donc dépendante de la valeur de j. La valeur de ce paramétre augmente quand la’@aleur de
augmente. Léimite supérieure est 1, d'du™ 1 Np avecoN Q¢ i QAQAH N a i

Le nombre de nombres impairs dans une unité de base en fonction
la formule suivante:

b Q YQUQ p O0wQp OwQ p p

est donné par

avec

0060000 6 Q 1tz2QyY e¢ — 1TQp
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o o 1270y
v Ov —
p | IQp
& Qest une fonction qui a pour limitele> quand le paramétrej@¢ t end vers | 6i nf
D6o%% La | i mitegée stue vd nu:dla dfgmimstiatiorigi ete réalisdec

| 6 o MAPLEI(Cf. ANNEXE Ill: DémonstratioMA P L E p o ude lallinit®des d e
NIP(j) lié a la formule approximative Pl(ppge74))

T2°Q Y
= — Ho
° p 1 1Qp
(0]
D6oY% il existe une infinit® de nomt

Dénombrement des nombres premiers dans l'intervalle Rl &

Le dénombrement des nombres premiers dans l'intervellé “(s'effectue par une addition
des nombres premietis"OQ pour Gappartenant a l'intervalletN'Qé & op avecle nombre
de nombres premiets ‘00 0 "OQpour’Q Qa &ka détermination de cette derniére
valeurd) 'O0 pour'Q "Qda dest réalisée a partir d'une régle de troésrésultat est

. Qa HH'Q "Om Q& GEQ

0 "00 e
p | I'Qa wwQ p
Soit:
o o QO ODQ 00 QA GBQ p 127 Y
v Ow Q — .
p I Qacw. p P I C p

Cette formule ne tient pas compte des valeurs suivantes : 2, R&rQ) m 0w Q

correspond a la vale(2 o. La formule ne prend pas en compte les nom&restphe qui
correspondent respectivement aux nombres impairs premiers 3, 5, 7. De plus, le nombre pair
premier "2" doit étre aussi comptabilisé. Il faut alors ajouter ces 4 nesrpbemiers pour
obtenir ainsi |l e nombre de nombres premiers
formule suivante:

OO0 Q 1T O0BQ

Le paramétre«b apparti ent “ RII&ultane évoldiidhegarithmigue r ®e | s
a & £Q p

Comment expliquer | 6®volution de ce param tr
Ce ph®nom ne est |i® " | dapparition des nomb

CzE ocappar a’ t Qsalors lelndmbre ge ngmbres impairs non premiers
augmente. La valeur detx> augmente également car le rapport NINP/NIP augmente.
Cependant , l a rar®faction des ramnéndbetres pr emi e
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\

QO p

lented 0% une ®v ol proportiomnellsamne éonctioa doabfement
logarithmique:

pfa & £Q p
L 6 ® q ubEgiconduit & la relation suivante

»Q

Afin doéo®viter les divisions pai Z®F6e—nous

Nous avons représenté de maniere approximatigmpiriquela fonction« b(j) » par la
relation suivante

P
8 z

oQ p

p Llp 1 1Qp
Un facteurcomplémentaire est nécessaire pour approximer au me@®wu o | unornboen d u
de nombres premiers. Ce facteur esallé@ borne maximumdedéi nt er viap | e ®t udi
déo%¥ | a formule suivante

P

Avec
W TBIMTY wp Y¢ nwr,&xxppﬂktpmx)uwaeU’Q( CHOXTPPMTTYLYT W

Il est difficile doap pr@ xvicank précisian nécabeelasr d u
coefficients «cfudiQ» augmente avec lavaleurdombre &, et | 6 ®vol uti on
parameétre ne peut pas étre dégrdr une formule qui décrit une évolutioantinue Une

formule décrivant une évolutiatiscréte et donc une évolution par sewgbktplus appropriée

Le paramétre @) » augmentavec « pour tendre vers 1.

Comment évolue la valeudl 4 ||« par rapport a la fonction = 7i 1= 2

La courbe cidessous montre que le rapport efitré 0¢ etél & tend vers la valeur 1 »
quand«& »t e nd v e MNeus dbienomsflaicanjecture suivante

oo ...a
| Ei———
12
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/ e ., VE O
Echelle aeQ ae c

logarithmique

p T 1.0610422633
p T 1.0536831760
p T 1.0478129011
p T 1.0430578960
p Tt 1.0391471757
p T 1.0358837743
p T 1.0331242879
p T 1.0307631966
p T 1.0287217516
p Tt 1.0269402722
p Tt 1.0253728332
p Tt 1.0239835810
Utilisation de la bibliothéque des grands nombres (GMP)
p T 1.0227441494
p T 1.0216318220
p T 1.0206282046
p T 1.0197182525

Tableau 10: Evolution du rapport entre la formule NNP(N) et la fonction N/In(N)

Les résultats numériquesa@essus montre que le rapport eritréd 0¢ eté¢Fl & tend vers
la valeur «1 ».

Le théoréme des nombres premiers dit que la valeur de la foadlioft tend vers le
nombre de nombres premiér&€ quand« & tend vers | 06infini

La formule$ 0 0¢ fourniedoncune valeur qui tend vers la valeur réelle du nombre de
nombres pmmiers représenté par la fonctiong quand« é t end wv.ers | 6infin
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D6o%¥% | e co

nj:ecture su

i vante

Conjecture 4.4: Soit la formule suivantgour obtenir le nombre de nombres premiers NNP

dans | 6imRet:er val | e

114 w z
DUIE T B -
tend vers uand«né t end vavec® M

Le paramétre«xpe appartient

TN

avect o €&

D Hii D IUMM a i

| 6 e NsQuambd dnetendeess ent i er s

petd®

| i n £ i@n tendedrs 4 », le nombre de nombres premiers donné par la formule
0 0 V¢ tendvers ¢ .

>

1

Q
o

EF 14 é (Y

ve) = & P
12 C ¢

. B —

o' p a Cp M O

avec* ¢ lenombre de nombres premiers inférieurégala €.

Note: la fondion & "O0
tend vers

nt est

l 61 nfini

Nous avons testé la formule 0¢ pour les valeurs suivantes dé »:

g@ea sompie; darslle devient négligeable quaad»r«

pTt 5 760 060 5761 455 -1 395
p T 50 845 421 50 847 534 -2113

pT1 455 059 361 455052 511 6 850
pT 4118 129 896 4118054 813 75 083
pT1 37 607 990 35§ 37607912 018 78 340
pT1 346 060 466 97¢€ 346065536 839 -5069863
p T 3 204 858 409 82¢ 3204941750 802 -83340974
p T 29 843 651 228 85] 29844570422 669 -919193812
p T 279 230 112 581 70| 279238341033 925 -8228452216
p T 2 623 497 020 341 21 2623557157654 233 -60137313019
p T 24 739 653 520 444 54| 24739954287740 860 -300767 296319

p Tt 234058115150722 681 234057667276344 607 447874378 074

Utilisation de la bibliotheque des grands nombres (GMP)

p T 2220860702414697 787 2220819602560918 840 41099853778 947
pT 21128050610832846 768 21127268486018731928 782124814113 840
pT 201 478 726 062 150 976 4¢ 201 467 286 689 315906 29 11439372835070194
pT 1925469 609 417 678 672 8] 1925 320 391 606 803 968 91 149217810874703950

Nous avons testés performances de cet algorithme pour les valeurs suiveargesin
programme spécifique écrit en C/C:++
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DOaD&EIQI G Qi QD¢ & QQi

LAPTOP | WORKSTATION
1 thread 3threads 1 thread 7 threads
p T 5 760060 15 0 0 0
pTt 50 845 421 31 15 0 0
p T 455 059 361 62 47 15 16
p T 4118 129 89¢ 156 94 63 47
p T 37 607 990 35§ 468 234 203 109
p T 346 060 466 97¢ 1373 702 656 375
p Tt 3 204 858 409 82 4 290 2106 2078 1172
p 1t 29 843 651 228 85 13557 6567 6 469 3672
p T 279 230112581 70 42 791 20795 19921 11 609
p T 2 623 497 020 341 21 135 424 66082 62 969 36 750
p T 24 739 653 520 444 54 427 225 207902 199 204 116 594
pT 234058115150722 681 - 691162 - 304 891
Utilisation de la bibliothéque des grands nombres (GMP)
pT 2220860702414697 787 - 2 169 927 - 954 688
pTI 21128050610832846 768 - 7 079 669 - 2598 765
pTI 201478726062150976484 - - - 8609094
p T 1925469609417678672873 - - - 27451047

Conclusion: La formuled 6 0¢ per met doé obt e n4chifrasavecumer ®ci si on
précision de p sur lequatrieme chiffre. Les temps de calculs progresse en fonction de la
taille 0 du nombre) de maniére exponentieljée temps de calcudstproportionnel & .

Léaj ust e me,pdurledtestavep le LARTO® avec 3 threal$purni la formule
suivanteavec un coefficient de corrélation égale.8996

O0QARWDOa DHIQI & Q QUEBETARIX TOCTWAXT @p YUY @

L6®tude a montr® que | e rapport entre | es no
(NI'P), au sein ddébune unit® de niiéadelmseatineuct ue
autre. Ces oscillations ne permettent pas do
mani re exacte | d6®volution du rapport entre

L6i ntroduct i eperiodewpropeopnecrenpett died obt e alles.on de me:

7- Période propre des nombres premiers.

Définition:La p®r i ode propre se d®&finie comme | 6in
stabledes propriétés des nombres premiers. La fréquence propre des nombres premiers se
d®crit comme | 6inverse de | a p®riode propre

nombres premiers est défini par la fonctibn E . La fréquence propre des nbras
premiers est défini par la fonctigR E

Postulat Les valeurs de la densité des nombres imgainsposég NI NP) ndéoscil |l en
autour doéune valeur moyenne si |l es mesures s
de la densitélesnombrespremiedans | 6i ntervalle dbéune p®ri oc
stables
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La propriété étudiée se rapporte a la densité des nombres impamemiers (NNP). La
densitédes NINPest définie comme le rapport entre les NINP et les NIP

La mesure de la densité des NINP au sein des unités de base montre une variation de la valeur
obtenue autour dobéune valeur moyenne. La vale
valeur moyenne comme monffigure7: Cour be repr ®sentant | 6®v ol
NI NP/ NI P en foncts#o@ papesl. | 6uni t ® de base

Pourquoi a-on desvaleurs de densité quioscillemtut our doéuneemraldseur moy
différentes unités de mesuseC >E ?

Chaque unité de base est reliée a une séqugnedine ségquencej génere un ensemble
de points correspondant aux multiples impairs du nombre impair défini par la période de cette
séquencégaleac z E o.

Deux cas de figure se présentent

- Silapériode dda séquenc&’Q p » correspond a un nombre compaséisles
nombres générés par cette séquence correspondront a des points générésupar une
plusieursséquenceprécéedents
Hypothese La densité entre les nombres NINP et NIP auseibdeh i t ® de base
séquence k» ne devrait donc pas étre modifiée par rapport a la densité de la séquence
précédenteen ef f et , aucun nouveau point NINP n
séquence de point.
Or cette densité fluctue comme le montr€igure7: Cour be repr ®sent ar
du rapport NINP/ NI P eﬁpl pagedli on de | 6unit
Cette fluctuation est due ~ I 6intervalle
séqience 4+lé est sup®rieur j»cel ui débune s®que

- Sila période déa séquence’Q p »correspond a un nombpeemier, une partie des
nombres générés correspentla de nouveaux points NINP. La densité des NINP
change eaugmentecar le nombre@ NINP augmente plus fortement que le nombre
de NIP comme obsenfégure6:Cour be repr ®sentant | 6®vol u
NINP dans chaque unité de basgw(j) page50.

Léoapproche classique pour |l a distribution de
nombres composés correspondent a des multiples des nombres premiers. Les nombres
premiers génerent les nombres composés.

Léapproche de |l a distribution des nombres pr
gue les nombres premiers sont la regle.nawbres sont tous des nombres premiers. Les

nombres composés correspondent aux nombres générés par les séqiienag@ssnombres

composeés viennent annihiler les nombres premiers. Les nombres composés génerent les
nombres premiers.
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Lesrésultatsmontret que | a mesure de |l a dens®a® des N
une séquence@ p ».

Cette variation provient de | déintervalle pri
mesur ®e dans | dintervaYQ® pd® i mit® par | 6uni

Le tableau suivant fournit le nombre de NINP dans les unités déYWasEQ pour les

séquencesde’@® compr i ses da3hlességienaed @ géndaentldes pdin®

NI NP i dentiques. Ces points (Veirfigueertpaged8 mpt abi
pour la déterminatiodes NINP).

Séquencegk» | ntervalle de Nombre de points Nombre de NINP
«k» constituant 01 nt ¢
0 [3;10] 8 3
1 [11;22] 12 6
2 [23; 38] 16 9
3 [39; 58] 20 12
Tableau11: Nombre de NINP dans des unités de base
Si  prdlomge la mesure des NINP dans les intervagjlesontconsécutifs™ | duni t ® de

base de la séquencé avecunnombre de point®qui val ent “YQUQlesii t ® de
résultats obtenus montrent des valeurs qui oactlle aut our doéune valeur m
NINP pris en compte correspondent amints générés par lsgquences €» comprises dans

| 6i nt eMQaadad e

Séquence Intervalles de mesure sur  Nombre de points Commentaires

«jmax» | 6 ak®e ¢ NINP

0 [11; 18]
[19; 26]
[27 ; 34]
[35;42]
[43; 50]
1 [23; 34]
[35; 46]
[47 ;58]
2 [39; 54]
[55; 70]
[71; 86]
[87;102]
3 [59; 78]
[79; 98]
[99; 118] 11

Tableau12: Nombre de NINP dans des intervalles qui prolongent les unités de base

Les valeurs
sbalter
régulierementans
les intervalles
consécutifs

© O OOUITOOOINWWNW

=
© o

La stabilisation de la mesure de la densité nécessaéfar un intervalle adéquat aux
mesures de la densité, en foontde la séquence’@ ».

Définition: La p®ri ode pr &p ree ddfiditconene dtadDiégakedme ¢
multiplication des périodes des séquencgs dont la valeur correspond a un nombre

premier, euniquemenpour les séquenceso mpr i ses dan@ ]I.06inotoevs vliaal | €
formule suivante pour | 6obtenf en de | a p®ri
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D E 01 "QaceiQ o

Si la valeur de la formule suivante 'Q o correspond & un nombre premiafsrs la
fonctiond i "Qac@{Q o renwiela valeur du nombre premier, sQit 'Q o.

Si la valeur de la formule suivante 'Q o correspond & un nombre composé alors la
fonctiond i "Qaca(Q o renwiela valeur « ».

Le tableau suivant fournies périodes propres pour les séquences suivantes

Séquence Période Nombre de points Multiplication des Commentaires

« jmax» propre constituant nombres premiers
mesur e skwr

0 3 3 3 La période pour la séquencg=0»
correspond a la valeur&» qui est un
nombre premier.

1 15 15 ozZvu La période pour la séquencg=d »
correspond a la valeur&» qui est un
nombre premier.

2 105 105 ozuzy La période pour la séquencg=2 »
correspond a la valeur %» qui est un
nombre premier.

3 105 105 ozuzy La période pour la séquencg=3»
correspond a la valeur&» qui est un
Y2YONBE O2YLRASO
donc pas prise en compte dans le
calcul de la période propre.

4 1155 1155 oZuzZyxzpop La période pour la séqueneg=4»
correspond a la valeur X1 » qui est
un nombre premier.

Tableau 13: Détermination des périodes propres pour les séquences « j »

Ces périodes propres sont fonctions de la séqueneeGes périodes propres correspondent

a un intervalle bien supérieur a celui des unités de base. Le graplggue9 : Graphique

représentan urit®de bas§ "H'l) et la période propreéu 1 T du systéme paéquence i»

ci-dessous représente les unités de base et les périodes propres pour les séguences

comprises entre [05]. Le premierpait , de chaque p®riojde propre
commence au point remarquable de la séqueneeseit'OO QL duni t ® de base et
p®ri ode pr opr §>»acrimence ausn@gep@d®uc® ¢
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Figure 9 : Graphique représentart unitéde base] "H'l) et la période propre’l 4 1 T du systeme parséquence ¢ »

Les périodes propres correspondent a des intervalles dont la valeur augipielet@ent par rapport aux unités de base.
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